











Unidad 9. Aplicaciones de las derivadas VANANZNSACHILLERA Q)

Matematicas |l

57 En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya drea lateral es
50 cm?. ;Cudl debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea maximo?

— . . _ _ 2 _ 50
C 1D Area lateral cilindro = 2t7h =50 cm* — h .

El volumen del cilindro es:

h V=mnrth=mnr2. 20 25r — V(») = 257
21
o Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos que el dominio
— ~ de V() eselintervalo (0, 5].
N

T0cm Tenemos que maximizar V() = 257, con r (0, 5].

Como V/(r) esuna funcién creciente, su maximo se alcanza en r = 5.
58 Dada f:[1,e] — IR definida por f(x) = 1k x, determina cudles de las rectas tangentes a la
x
grifica de f tienen la mdxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar el médximo de:
’ —1 1
f(x) = 7+;, xe[l, e
Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x):

' 2 1 2—x
(0=2-1-
f X X2 X3

f'x)=0 = 2-x=0 - x=2¢€][l, ]

(En x =2 hay un mdximo relativo de f"(x), pues f"'(x) >0 ala izquierda de ese valory f"'(x) <0
a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, ¢]:

F@=12025 F1)=0; f0 ==L <023
4 2

Por tanto, la recta tangente con pendiente médxima es la recta tengente en x = 2. La hallamos:
f@=2 2 Q=

Larectaes: y= % +In2+ %(x—2)
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59 En un tridngulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se inscribe un rectdn-
gulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del tridngulo y dos de sus vértices sobre
los lados iguales:

a) Expresa el drea, A, del rectingulo en funcién de su base, x, y di cudl es el dominio de la
funcién.

b) Halla el valor mdximo de esa funcién.

a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:

AB =10 cny’ a8 BC
i DE EC
D Como: AB=10cm DE=y BC =6cm TC:%
y Tenemos que:
B E C 0__6 _,10__2

—x Yy 12-x  y 12—
12 cm 2
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10(12—%)  5(12-%) 60— 5x

10(12-x) =12y — y= 13 = c ==

Por tanto, el drea del rectdngulo es:
(60-5x)  60x — 5x* _ 60x —5x°
s 6 W=7y
x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:
Dominio = (0, 12)

b) Hallamos el maximo de A(x):

A,(X) — 60 —610x

A'(x)=0 - 60-10x=0 = x=6 — y=5
(En x =6 hay un médximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 0).

A=x-y=x-

El maximo de la funcién A(x) se alcanza en x =6, que corresponde al rectdngulo de base 6 cm y
altura 5 cm. En este caso, el 4rea es de 30 cm? (que es el drea maxima).

60 Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?.
Para la tapa y la superficie lateral, usamos un determinado material, pero para la base, debemos
emplear un material un 50 % mds caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio
sea el menor posible.

80

X

Volumen = xzy =80 cm’® — y=

Para la tapa y el lateral — z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

El precio total serd:

...............

x P=z(x?+ 4xy) + 1,5z (x2) = z<x2+4x-%> +1,5x%z =
x

:z<x2+ 320) +1,5x%z = z(x I 320 +1,5x2> (2 5x2 + 320)

X

Tenemos que minimizar la funaon que nos da el precio:

P(x) = (2 5x2 + 320)

3
P - Z(Sx_ 3220) ) Z(Sx -2320)
X

X

Px)=0 = 5x°-320=0 - x°=64 - x=4 — y=5
(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) < 0 alaizquierda de ese valory P'(x) > 0 a su derecha).
y p q y

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.

61 Un tridngulo isésceles tiene el lado desigual de 12 m y la altura relativa a ese lado de 5 m.

Encuentra un punto P sobre la altura tal que la suma de distancias de P a los tres vértices sea
minima.

La suma de las distancias a los tres vértices es:

altura=5m

S = 26{1 + dz
Pero: dy = {x*+36 y dy=5-x
Por tanto:

S() =24x%+36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcién S (x):

] 2x _1:2x—«/x2+36

2¢yx%+36 Vx?% +36
S'x) =0 = 2x— {x?+36 =0 — 2x= x> +36
4x?=x2 136 > 3x2=36 > x2=12 > x=412=243

(consideramos solo la raiz positiva, pues x > 0).

S'(x) =2

(En x =243 hay un minimo, pues S'(x) <0 a la izquierda de ese valor y S'(x) > 0 a su derecha).
Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2/3 m de la base, situado sobre la altura.
62 Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable que una un

unto del suelo entre los dos postes con los extremos de estos. ;Dénde hay que situar el punto
p p ¢ y q p
del suelo para que la longitud total del cable sea minima?

18 m
12 m

: gO m
La longitud total del cable es:
L(x) = Vx2 +122 4 /(30 — x)? +182; es decir: L(x) = yx? + 144 + yx2 — 60x +1224;

' 2x 2x — 60 _ x x—30 _
L'(x) + = + =
20x2 4144 2x2—60x+1224 x> +144 x> —60x+1224

xyx2 —60x +1224 + (x — 30) yx2 + 144

J(? +144)(x% — 60x +1224)

L'(x)=0 — xm+(x—30)m=0
xyx? = 60x +1224 = — (x — 30)Yx2 + 144
x2(x2 — 60x + 1224) = (x— 30)(x? + 144)
x4 = 60x3 + 1224x% = (x2 — 60x + 900) (x? + 144)
x4 = 60x3 + 1224x2 = x4 + 144x% — 60x3 — 8 640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8 640x — 129600 = 0
x2 + 48x—-720=0

—48+y2304+2880 —48+(5184 _48+72 x=12

2 N 2 2 x=—60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del poste de 18 m).

63 De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determina con los ejes de
coordenadas, y en el primer cuadrante, un tridngulo de 4rea minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la forma:

y=2+mx—1)
1,2
Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta: 21 N2
*Coneleje ¥ - x=0 — y=2—-m — Punto (0,2 -m)
L1\

OCOHCICJC X%)/:O - x:l_l - Punto <1_l’0>
m m
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El drea del tridngulo es:
A 2Vo_ Lo 4 o\ L4, 4
Alm) = 2<1 m>(2 m) 2(2 m—— +2> 2(4 m m)
Hallamos el minimo de la funcién:

2
A =g )=

=2 |
A'(m) =0 — _m2+4:0< Z__z(novae)

(m =2 no vale, pues no formard un tridngulo en el primer cuadrante la recta con los ejes).
(En m =-2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 ala izquierda de ese valory A'(m) > 0 a su derecha).

Por tanto, la rectaes: y=2—2(x—1); esdecir: y=-2x+4

64 Una escalera se apoya en la pared. Si el extremo inferior comienza a
deslizarse a una velocidad de 1m/s, ;cudl serd la velocidad del extremo
superior en el instante en que el extremo inferior diste 5 m de la pared? 15 .
La longitud de la escalera es de 15 m. a

* Ten en cuenta que en el instante 1, en segundos, el extremo inferior se ha
separado de la pared t metros. Halla la altura a(t) ala que se encuentra el
extremo superior. Averigua el valor de a'(5).

a(t) = {152 =2=4225-12 con t€ [0, 15]
a(t) es derivable en (0, 15).

a'(t) =— 4

Y225 72

Como el extremo inferior se desliza a 1 m/s, estard a 5 m de la pared cuando #=5.

5 {2

La velocidad del extremo superior en ese instante es 2'(5) = ———=——=———m/s

J225-52 4

65 Calcula las dimensiones del tridngulo isésceles de drea médxima, inscri-
to en una circunferencia de 4 m de radio.

N

Cada tridngulo is6sceles cuya base se encuentre por encima del didmetro horizontal se corresponde
con otro que tiene la misma base y estd situado por debajo del didmetro horizontal. El 4rea de este
segundo tridngulo es necesariamente mayor que la del primero porque tiene la misma base y mayor al-
tura. Por eso podemos limitarnos a los tridngulos cuya base queda por debajo del didmetro horizontal.

Si llamamos x a la distancia del centro de la circunferencia a la base del tridngulo y & ala medida
de la base tenemos:

gz«/lG—xz — b=2416—x% con x€][0, 4)
2416 — x2(x + 4) :m(x+4)
5 .

El drea del tridngulo es A(x) =

2
A() = =2 (x4 4)+ 16— 22 =2 X +2x=8

V16— x? J16—x2

A'G)=0 > x2+2x+8=0 = x=2, x=—4 (no vale)
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El drea mdxima se podrd dar en x =0, por ser un extremo del intervalo, o en x = 2.
x=0, A(0) = 16 cm?
x=2, A(2) = 1243 = 20,785 cm? (drea mixima)

La base del tridngulo mide 443 cm y la altura, 6 cm.

Cuestiones tedricas

66 Comprueba que f(x) = x> — 18x, definida en el intervalo [0, 3 2], verifica las hipétesis del teo-
rema de Rolle y encuentra el valor ¢ €(0,3+2) parael que f'(c) = 0.

fx) = x3 — 18x es derivable en todo |R: por tanto, es continua en [0, 342] y derivable en (0, 342).
Ademis, £(0) = £(342) = 0. Luego verifica la hipétesis del teorema de Rolle en [0, 3y2].
Existe, pues, un ¢ € (0, 342) tal que f'(c) = 0.

x=_‘/8$(0a3‘/§)

Lo calculamos: £'(x) = 3x2-18 =0 — x:i£<x=«%e(0 342)

Por tanto, ¢ = «%
67 Lafuncién y= x> —5x% + 3x— 2, ;cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el inter-
valo [0, 4]2 En caso afirmativo, di cudl es el x;, que cumple la tesis.

f(x) = x3 —5x% + 3x— 2 es continua en [0, 4] y derivable en (0, 4); luego cumple las hipétesis del
teorema del valor medio en [0, 4].

Veamos en que punto, o puntos, cumple la tesis:

flx) =3x2 - 10x+ 3

fO-fO _-6-( 6.2 __,
4-0 4 4

F)=-1 - 3x2-10x+3=-1 - 3x2-10x+3=0
10+4100-48 _10£452 _ 1042413 _ 54413

6 6 6 3
Hay dos puntos: x; = S_P y x| = 5+;/E
e
x

68 Se tiene la funcién: f(x) =

si —-1<x<0

x*-3
2
Prueba que f satisface las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0] y calcula el o los

puntos en los que se cumple el teorema.

Veamos que f(x) es continua en [-2, 0]:
* Si x#-1 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos funciones continuas.

e Si x=-1:

, 7 L:_ ‘
o i 2

2
lim  flx)= lim <x _3>=—1 f(x) escontinuaen x=-1
x—-1* x—>-1

2
Al)=-1

Por tanto, f(x) es continua en [-2, 0].

Veamos que f(x) es derivable en [-2, 0]:
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*Si x2-1y xe(-2,0), f esderivable. Su derivada es:

fr(x) _ {_—% si 2<x<-—1
-1 X

x si —1<x<0
* En x=-1, tenemos que:
FED) =)
Por tanto, f(x) es derivable en (-2, 0).

Su derivada es:

fr(x) _ {_;’ si 2<x<-1
-] X

x si —1<x<0

Como f(x) cumple las hipétesis del teorema del valor medio en [-2, 0], existe algin punto,

fO-f(2) 32-(1/2) 1

c€(=2,0), tal que f'(c) = 0—(2) 2 2

Calculamos ¢:

'f'(x)=_—; si 2<x<-1

X
Aol oy ¥ R2eC2
Y. pya et

* fix)=xsi -1<sx<0
1
- Lecio
x=-> € ( )
* Por tanto, hay dos soluciones:

€1=—% y €2=—*/§

69 Es posible calcular a, b, ¢ para que la funcién:
5x+1 si x<1
f@ = {ax2+bx+3 si x21

cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, c]?

El teorema de Rolle dice: Si f es una funcién continua en [0, ¢] y derivable en (0, ¢) y f(0) = £ (o),
existe algiin punto x € (0, ¢) tal que f'(x) = 0.

Calculamos # y & para que f(x) sea continua y derivable.
* Continuidad:
—Si x=1 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x=1, tenemos que:
xli?%- f(x):xlz_f;nl 5x+1)=6
lim fix)= lim (ax® +bx+3)=a+b+3 Para que sea continua, hadeser @+ b+3=06; es
x—1* x—1 .
decir: 2+ 6=3
f)=a+b+3

¢ Derivabilidad:

5 si x<1
2ax +b si x>1

—Si x=21 — f(x) esderivable. Ademds: f'(x) = {

— En x=1, tenemos que:

£17)=5

(1224 b} Para que sea derivable, ha de ser: 22+ 6=5
=2a+
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* Con las dos condiciones obtenidas, hallamos @ y & para que f(x) sea continua y derivable:

a+b=3 | b=3-a
2a+b=5| 2a+3—-a=5— a=2 = b=1

* Con estos valores de 2 y b, queda:

f(x)={5x+1 s%x<1 f()‘{ si x<1

262 +x+3 si x21 4x +1 si x>1

f'(x) >0 paratodo x€lR — f(x) escreciente — No existe ningtin valor de ¢ tal que f(0) = f(c)
puesto que:

f0)=1

—1+41-16
fO)=22+c+3

4

}252+c+3:1 - 2c24¢+42=0 > ¢c= no tiene solucién.

No existe ningin ¢ tal que f(x) cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en [0, .

70 La funcién f(x) = |cos x| toma en los extremos del intervalo [0, 7] el valor 1. ;Cumpliri el
teorema de Rolle?

cosx st 0<x<m/2

. es continua en [0, 7.
—cosx si M/2<x<T

09 - {

Ademis, f(0) = f(rn) = 1.
—senx si O<x<m/2
senx Sl M2<x<T

La derivada de f(x), si x= % es:  f'(x) = {
Como f'(%_) =—1 ¢f'<%+> =1, f(x) no esderivable en x = % € (0, m).

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (0, ); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.

71 Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cudnto tiene que valer f(5)
para asegurar que en [0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.

Si f(x) es continua en [0, 5] y derivable en (0, 5), por el teorema del valor medio, podemos asegurar
que existe ¢ € (0, 5) tal que:

fio- 18210

f(s)—3 _f5)-3
5-0 5

En este caso: f"(c) = =8 — f(5 =43

72 Calcula a4 y b para que:
ax—3 si x<4
) = {_x2+10x—b si x24

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?

El teorema del valor medio dice: si f es una funcién continua en [2, 6] y derivable en (2, 6), existe
"6)- £'(2
algtn punto ce(2,6) tal que f(c) = %
¢ Continuidad:
—Si x24 — f(x) es continua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x =4, tenemos que:
x/i;ni_ flx)= /z’m (ax —3)=4a-3

lim _ f(x)= /zm (—x?+10x —b)=24 — b ¢ Para que sea continua, ha de ser: 42— 3 = 24 — b;
x—4*
es decir: 4a+ b=27
f(4)=24~- b
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¢ Derivabilidad:
a si x<4

—Si x24 — f(x) esderivable. Su derivada es: f'(x) = {—2x 210 si x> 4

—En x= 4:
?Ei:; : ;Z} Para que sea derivable, ha de ser: 2 =2
¢ Uniendo los dos resultados obtenidos:
ba+b=27| a=2
a=2 b=19

* Por tanto,si 2=2 y b =19, se cumplen las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo
[2, 6]. En este caso quedaria:

2x -3 si x<4 , 2 si x<4
f(x)_{—x2+10x—19 si x>4 f(x)_{_2x+10 si x>4
* Veamos dénde cumple la tesis:

f0)-f2) 51 _4
6-2 4

4
2x+10=1 — x=%€(2,6)

9

La tesis se cumple en ¢ = 7

73 Sea f(x) =1 —x23, Prueba que f(1) =f(~1) = 0, pero que f"(x) no es nunca cero en el intervalo
[-1, 1]. Explica por qué este resultado contradice aparentemente el teorema de Rolle.

f(x) = % — No existe f7(0)

Por tanto, f(x) no es derivable en el intervalo (-1, 1); y no podemos aplicar el teorema de Rolle.

74 La derivada de una funcién f es positiva para todos los valores de la variable. ;Puede haber
dos nimeros distintos, 2 y b, tales que f(a) = f(b)? Razénalo.

No es posible, si la funcién es derivable (y nos dicen que lo es, pues f'(x) >0 para todo x).
Lo probamos por reduccién al absurdo:

Supongamos que existen dos ndmeros distintos, @ y b, tales que f(a) = £(b).

f(x) es derivable para todo x. Por el teorema de Rolle, habria un punto ¢, enel que f'(c) = 0.

Esto contradice el que f"(x) >0 para todo x.

75 Calcula a4, b y ¢ para que la funcién:
-]

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. ;En qué punto se cumple la tesis?

rax+b si x<2
ex+1 si x>2

¢ Continuidad:
—Si x=22 — f(x) escontinua, pues estd formada por dos polinomios.

— En x=2, tenemos que:

lim fx)= lim (x> +ax+b)=4+2a+b
x—2- x—2

lim flx)= lim (ex+1)=2c+1 Para que sea continua, hadeser 4 +2a+ b=2c+ 1;
x—2* x—=2 .
esdecir: 2a+b—2c=-3
f(2)=2c+1
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¢ Derivabilidad:
—Si x#22 — f(x) esderivable. Ademis:

reo-|

2x+a si x<2

¢ si x>2
—En x=2:
?g:;=4+ﬂ} Para que sea derivable, ha de ser: 4 + 2= ¢
=c
* f(0)=5
F)=besr| b= der]

* Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle en [0, 4], ha de cumplirse que:

20+b—-2c=-3| a=-3
4ya=c b=5
b=4c+1 c=1
En este caso seria:
2x—3 si x<2

o= {3

Y se cumplirfan las hipStesis del teorema de Rolle.

si x>2

* Veamos dénde cumple la tesis:

f'(x)=0 > 2x-3=0 — x=%e(0,4)

Por tanto, la tesis se cumple en x = %
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76 Dada la funcién:

fx) = VIn (3% + %) + In (x2 —10x + 20)
demuestra que existe un valor 2 € (1, 2) tal que f'(a) = 0.
Menciona y justifica los resultados teéricos empleados.
Consideremos la funcién g(x) = 3* + x.
2 =3"m3+1>0 — g(x) escreciente en IR. En particular lo es en el intervalo [1, 2].

Luego g(x) > ¢g(1) =4 cuando x€[1,2] — n[g(x)]>n[g(1)] =/m4>0 cuando x€[1,2] por

ser creciente la funcién logaritmo neperiano.
Consideremos ahora la funcién 4 (x) = x2 — 10x + 20.

bh'(x) =2x—10 <0 cuando x€[1,2] — h(x) decrecienteen x€[1,2] — h(x)>h(2)=4 —
= In[h)] > [h(1)]=m4>0 por ser creciente la funcién logaritmo neperiano.

Por tanto, el radicando de f(x) es la suma de dos nimeros positivos y la raiz estd bien definida.
f(x) es derivable en el intervalo [1, 2].

f(x) es derivable en (1, 2).

F)=Alnb+in11
f(2)=m} - f()=fQ2)

Por el teorema de Rolle existe un valor 2 € (1, 2) tal que f"(a) = 0.
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77 ;Verdadero o falso? Razona la respuesta.

a) Una funcién que no sea una recta puede tener infinitos puntos en los que su recta tangente
sea y=1.

b)Si f'(a) =0, f'"(a) = 0, entonces f no puede tener ni mdximo ni minimo en x = a.

©) Si un polinomio de grado 3 tiene un minimo en x = 2, ese minimo no puede ser minimo
absoluto.

d) Una funcién continua en [0, 5], que no es derivable en x = 3, no puede tener un méximo en

x=3.

e) Si y=f(x) escreciente en x =a, entonces y =—f(x) es decre-
ciente en x = a.

Y
f) Si f'(a) =0, f tiene un mdximo o un minimo en x = a.
gSi f'(@=0, f"(@ =0y f"(a) =-5, f tiene un punto de
inflexién en x = a.
h) Si esta es la gréfica de f'(x), entonces f tiene un minimo en _1\ / 1 X
x=-1 yun miximo en x=1.

a) Verdadero.

Las funciones y = sen x o y = cos x tienen infinitos puntos en los que la recta tangente es y = 1.
Sucede en los méximos relativos de la funcién.

b) Falso.

Por ejemplo, la funcién f(x) = x* tiene un minimo relativo en (0, 0) y f(0)=/"(0)=0
¢) Verdadero.

La razén es que en un polinomio de tercer grado p(x) ocurre que:

M p) v & Ui pl) =

o bien,

M pE) = & U pl) = v

Los polinomios de tercer grado no tienen ni mdximos ni minimos absolutos.
d) Falso.

La funcién y=2— |x— 3| no es derivable en x =3 y tiene un mdximo en ese punto.
e) Verdadero.

Supongamos que f(x) es creciente en x = a.

Entonces existe un entorno £ enel quesi x; <x, = f(x)) < f(xy).

Pero f(x;) < f(x;) = —f(x;) >—f(x,). Luego —f(x) es decreciente en ese mismo entorno E.
f) Falso.

La funcién y=x

g) Verdadero.

3 es creciente en x =0, pero f'(0)=2-0=0.

Si f"(a) =-5 — Existe un entorno de x =4 enel que f"'(x) es decreciente.

Como f"(a) =0, en ese entorno, f"(x) >0 cuando x<a y f"(x) <0 cuando x> a.

Por tanto, la funcién pasa de concava a convexa y tiene un punto de inflexién en x = 4.
h) Falso.

La tabla de los signos de la primera derivada es:

f'>0 | f'<0 | f'>0

/_'1\1/

Por tanto, tiene un miximo en x =-—1 y un minimo en x = 1.
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Para profundizar

78 En una circunferencia de radio 7 se traza la tangente en un punto cualquiera C y una cuerda
AB paralela a dicha tangente. Demuestra que, para que el drea del tridngulo ABC sea mdxima,
la distancia de C ala cuerda debe ser 3/2 del radio.

* La altura del tridngulo ha de ser mayor que el radio, pues,
si trazamos la cuerda por A'B’, podemos conseguir otro
tridngulo con la misma base, AB, y mayor altura; y asi,
con mayor drea.

* Espresamos el drea del tridngulo en funcién de x:

altura = x + r

base =2
4 — base = 2r* — x>
y= ,72—.96'2

Area = M = (x + 7r)yr* — x?

A) = (x+ r)Vrt =x%; x€0, )

* Obtenemos el valor de x para el que A(x) alcanza el médximo:

52 2,22 2
A'(x):M+(x+r). —2x _7’2 X x(x“”):r—x —x“—rx _ —2x —rx+r?

247 — x? ) V- x? Vi —x? Vr? = x?

A =0 > 2x2—rx+7r2=0

P18 19 pi3y x=—r (novale)

—4 —4 —4 x==2rl-4=r/2

(En X = % hay un méximo, pues A'(x) > 0 ala izquierda de este valory A'(x) <0 asu derecha).

¢ El méximo se alcanzaen x = %

Por tanto, la distancia de C a la cuerda, que es la altura del tridngulo, es:

3r

h:r+% 3

¢ Observacién:

Vamos a calcular la longitud de los lados del tridngulo:

2
AB = base = 24r* —x* =2 72—%=r«/§
2 2
AC=BC=|y*~h?- (rz—x2)+<%> =@/72—%2+9Tr=r«6

Por tanto, hemos obtenido que el tridngulo inscrito en una circunferencia que nos da el drea maxima
es el tridngulo equildtero.
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79 Cuando un globo estd a 200 m sobre el suelo y se eleva a 15 m/s, un automévil pasa bajo él con
velocidad de 45 km/h. ;Con qué velocidad se separan coche y globo un segundo después?

80

Ten en cuenta lo siguiente:
— El globo estd a 200 + 15¢ m de altura en el instante z.
— El coche estd a (45/3,6) - ¢ m de la vertical del globo.

Halla la distancia entre ambos y averigua la velocidad de alejamiento cuando #= 1.

La distancia entre el coche y el globo en funcién del tiempo es:

At) = \/(200+ 1592 +< 45

2
7 t) =381,2572 + 60007 + 40 000

La velocidad de alejamiento es la derivada del espacio que los separa.
d,(t) _ 762,5t+6000
24/381,2572 + 60007 + 40 000
Al cabo de 1 segundo es:

, 762,5+6000
d'(1) =
24/381,25+6000 + 40 000

=15,7 m/s

Una torre estd al final de una calle. Un hombre se dirige en auto-
movil hacia la torre a razén de 15 m/s. Sabiendo que la torre tiene
500 m de altura, ;con qué velocidad varia el dngulo del observador
respecto de la cumbre de la torre cuando dicho observador se en-
cuentra a 1000 m de la torre?

— Halla zg o y, después, o.
— Averigua el valor de o/'(#) para ¢=0.

g ot) = 1005008 157300 3" Slendo 120
g o) = arc g 50
0= a 238& 50000

500

15 ¢ 1000-15+¢!

1000
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Autoevaluacién

Pagina 297
1 Halla los puntos de la funcién:

1—cos x
=l —_—
f(x) " 1+cos x

en los que la recta tangente sea paralela a la recta y = 2x— 3.
Para que la recta tangente sea paralela a la recta dada, la pendiente de la recta tangente debe ser 2.
fx) =In(1—cosx)—In(1+ cos x)

f(x) = senx _ senmx _ —2senx _ —2senx _ 2

cosx+1  cosx—1  co2x—1 —sen’x Senx

ya que sen x = 0 (en caso contrario no estaria definida la funcién).

fx)=2 — 2 ) 5 oenx=1— x=T 42k con keZ.
sen x 2

2 Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los de concavidad
y convexidad de la funcién siguiente:

fx) =x|x-2]|

ol — ) i 2 ,
F) = xx—2| = x(x — 2) Sfx<2: X +2x si x<2
x(—2) si x22 [x*—2x si x=2

, 2x+2 si x<2
f169 = {236‘—2 si x>2
La funcién no es derivable en x =2 porque f"(27) = f"(2*).
Fw=0 - T
La tabla de los signos de la derivada primera es:
£50 <0 f'50

/1\2/

La funcidn es creciente en los intervalos (—oo, 1) y (2, +c0).

Es decreciente en el intervalo (1, 2).

-2 si x<2

109 - { ;

[ es convexa es (—oo, 2) y céncava en (2, +0).

si x>2

3 Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = e*(cos x + sen x) y determina sus mdximos y minimos
para x < [0, 27].
Consideramos la funcién: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2m].
Calculamos la derivada:

f'(x) = e*(cos x + sen x) + e (—sen x + cos x) = €¥(2 cos x) = 2 cos x

x=T
fx)=0 — cosx=0< ;11: (para x € [0, 2m])

X ===

2
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Signo de la derivada:
| f'>0 | f'<0 | f'>0 |
T s —~ &
2 2
La funcidn es creciente en [O, %) U <3Tn’ 275] y decreciente en (%, 3775)

Tiene un méximo en (%, e 2) y un minimo en (37“, —_m 2).
4 a) Estudia la curvatura de la siguiente funcién: f(x) = x% ln x

b) Escribe la ecuacién de la recta tangente que pasa por su punto de inflexién.

a) ® El dominio de definicién de la funcién es (0, +oo).

* f es céncava en los intervalos donde /"> 0 y convexasi "< 0.

* Calculamos "y /"

f)=x% Inx —)f'(x)=2x-/nx+x2-%zx(Zlnx+ 1)
f'(x)=1-Qlx+ 1)+x<2-%> =2lnx+3

f'(x)=0 > 2hx+3=0 — lnx:—% - x=e¢37 > f(g—3/2) =—%e‘3
* Estudiamos el signo de f" teniendo en cuenta el dominio de f, (0, +0), y el punto donde
£ =0, x=e3?=0,22:

Signo de la derivada:

f"<0 | f">0
¢ Conclusiones:

— f es convexa en (0, 302y,

-3/2

— f es céncava en (e +00).

— Punto de inflexién: <e‘3/2, —%e_3>

b) * Pendiente de la recta tangente en x = ¢=/%:

- =f”(€_3/2) —e Qe 1) =3 [2,<_3>+1] _ 032

* Ecuacién de la recta tangente en <e‘3/ 2 —%e_3>:

= _%€—3 _ 207302 (5 — 312)
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S Determina a, b, ¢ y d para que la funcién:
g =axd+ bx?+ex+ d
tenga un mdximo relativo en el punto (0, 4) y un minimo relativo en el punto (2, 0).

2(0)=4

¢(x) tiene un méximo relativo en (0, 4) — )
£'(0)=1

¢(x) tiene un minimo relativo en (2, 0) — {g ,(2) =0
2'2)=0

g(0) =ax? + bx? + ex+ d

g'(x) = Zax? + 2bx + ¢

20)=4 —> d=4

2'0)=0 = ¢c=0

22)=0 — 8a+4b+4=0

&(2)=0 — 122+ 4b=0

PRI RN

La funcién buscada es f(x) = %x3 —2x2% + 4.

Es una funcién polinémica de tercer grado enla que  lim_ f(x) =—co y  lim f(x) = +oo, luego
—o0 400

(0, 4) es el méximo relativo y (2, 0) es el minimo, por estar el primero a la izquierda del segundo.

6 Calcula el punto de la curva y =

2™ el que la pendiente de la recta tangente sea méxima.
+x

La pendiente de la recta tangente a f{(x) = . L enxes f"(x). Tenemos que hallar el méximo de f"(x).
+

x2

[ = =2

(1+x2)?
Buscamos los puntos donde la derivada de f"'(x) es 0:
21 +x2)2+2x-2(1+x%)-2x ~ —2(1+ x2) + 8x> _6x% -2
(1+x2)4 (1+x%)? (1+x%)3

" 1_,3 f'W313)=(-3{3)/8
F')=0 - 6x2-2=0 — xzi‘/;=i7<f'(—ﬁl3)=(3«5)/8

Estudio del signo de f":

1) =

f">0 | f"<0 | />0 , , , ,
/—\/II \\/II _— xz;/’sz(x)=x/—l>”z°°f(x)=0
3 3

3

En x= 3 hay un mdximo de f'(x) yen x= g hay un minimo de f"(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es méxima es:

)
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7 De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera de 9 cm de radio, halla la altura y el
radio del que tiene mayor volumen.

Llamaremos x al radio del cilindro e y ala mitad de la altura. Entonces:

x2+y2=81 — y= y81—x? donde x€(0,9).

El volumen del cilindro es:

V(x) = wx? - 2¢81—x% = 2mx2y/81— x2

Para hallar el de volumen mdaximo calculamos el maximo relativo de la funcién anterior.

, 3 x(x% = 54)
V'(x) = 2n(2x«/81 —xr X =—bp——
81— x2 V81— x2

V'ix) =0 = x(x2-54) =0 — x=0 (novale), x=-3y6 (novale), x =346

Estudiamos los signos de V'(x) cerca del punto singular:
V'>0 : V'<0
— 36 T~
x=34J6 — radio = 3/6 cm
y=3y3 — altura=2-3y3 =643 cm
V(346) = 2m - 54 - {81-54 =~ 1763 cm’
8 Lafuncién f(x) =1 -|x| si x€ [-2, 2] verifica la igualdad f(-2) = £(2).
Justifica si es posible encontrar algin ¢ € (-2, 2) tal que f'(c) = 0.

— En x=3/6 hay un méximo relativo.

l+x si 2<x<0

l—x si 0<x<2

fo=1-1xl-
El teorema de Rolle dice que si f es continua en [, 4], derivable en (4, b) y f(a) = f(b), existe un
c€(a, b) talque f'(c) = 0.
Comprobamos si la funcién f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 2]:
* Veamos si f es continua en x = 0:

Iim 1+x=1
x—0"

lim 1—-x=1 x/@of(x)=f(0)=1
x—0*

f es continua en [-2, 2]

* Estudiamos la derivabilidad de f:
f'(x) _ {1 si x<0

-1 si x>0
f'(17) = f'(1*). f no es derivableen x=0 — f no es derivable en (-2, 2).

* / no cumple las hipétesis del teorema de Rolle; por tanto, no podemos asegurar que exista un
c€(-2,2) tal que f'(c) = 0.



