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UNIDAD 14: Aplicaciones de las derivadas

ACTIVIDADES-PAG. 328

1. Lafuncién y = f (x) es creciente en (= o0, 1) U (3, + o) y decreciente en (1, 3). Tiene un méaximo
relativo en e punto (1, 4) y un minimo relativo en (0, 3).

Lafunciény = g (x) es creciente en (— o, 0) U (1, + o) y decreciente en (0, 1). Tiene un minimo relativo
en €l punto (0, 3).

2. Dos nimeros cualesquieraque sumen 16 son X y 16 — X.

Su producto, P (x) = (16 — x) - X = 16x — X2, es una funcién cuadrética cuya gréfica es una pardbola con un
maximo relativo en su vértice (8, 64).

Es decir, 1os nUmeros pedidos son 8y 8.

. 16
Dos nimeros cual esquiera cuyo producto es 16 sonxy —.
X

16 -, e - .
Susuma, S(X) = X + —, esunafuncién cuya gréficatiene un minimo relativo en el punto (4, 8).
X
Por tanto, los nimeros pedidos son 4y 4.

. 3 . . . .
3.a) Lafuncion f (X) = — essiempre decreciente y no tiene extremos relativos.
X

b) La funcién g (x) = 12x — 3x? es creciente en (— oo, 2) y decreciente en (2, + o). Tiene un maximo
relativo en el punto (2, 12).

4. El nimero de enfermos BoG

aumento entre e dia que comenzé it Mikc = (14, 512]
enfesmos

laepidemiay € dia14.

El nmero méximo de enfermos se
alcanzo el dia 14y fue de 512. 400+

Lo anterior puede verse en la
gréfica

T
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ACTIVIDADES-PAG. 343
1. Organizamos |os datos en unatabla:
Recibe Marca
Lunes X M
Martes X-M 12
Miércoles X +14 2M

Jueves 4M 10

Viernes 4 X+14-14

Sabado 20

L os discos que recibe menos los que marca son los 20 discos que le quedaron para el sabado:
X+X-M+X+14+4M+4-M+12+2M +10+X)=20 =

= X +3M+18-3M-X-22=20 = 2X=24 = X=12
El lunesrecibié 12 discos.

2. Seav lavelocidad del camiény w lavelocidad del tractor.
Laexpresion queda: v +w = 2 (v — w), es decir, v = 3w.

Lavelocidad del camion es el triple que lavelocidad del tractor.

3. Llamamos R; @ reloj que mide 4 minutosy Re @ que mide 9 minutos.

e Para medir 1 minuto: ponemos ambos relojes a cero. Cuando pasan 4 minutos, damos lavueltaa R,y d
pasar otros 4 minutos, o que queda de Ry es 1 minuto.

e Para medir 2 minutos: conseguimos 1 minuto por € procedimiento anterior. A la vez que logramos 1
minuto, € reloj R4 o ponemos y quedan en é 3 minutos. En este momento ponemos a funcionar Rgy a
terminar, quedan en éste 6 minutos; ponemos a funcionar R4y al terminar éste Ultimo, quedan en € anterior
2 minutos.

e Para medir 3 minutos: esta explicado en € procedimiento anterior.

e Para medir 4 minutos: con € reloj Ra.

e Para medir 5 minutos: ponemos R4 y Rg; al terminar R4, quedan en Ry 5 minutos.

e Para medir 6 minutos: esta situacién se explica en € procedi miento para medir 2 minutos.

e Para medir 7 minutos: conseguimos 2 minutos por el procedimiento dado anteriormente. Los 2 minutos los
tenemos en Rq. Ponemos a funcionar Rs y a pasar 2 minutos en Rg quedan otros 2 minutos en Rs. Ponemos a
funcionar Re y, al pasar los dos minutos en R4 quedarén 7 minutos en Ro.

e Para medir 8 minutos: ponemos dos veces Rs.

e Para medir 9 minutos: ponemos a funcionar Re.
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e Para medir 2 minutos: conseguimos que queden 6 minutos en Ry por los procedimientos descritos ya
vistos anteriormente y, cuando pasan esos 6 minutos, ponemos a funcionar R4 obteniendo asi 1os 10 minutos.

4. En esta figura podemos encontrar |os siguientes tipos de tridngul os:

En cada figura podemos encontrar 5 tridngulos iguales a rayado en la misma; por tanto, en total hay 5 x 6 =
30 triangul os.

ACTIVIDADES-PAG. 345

1. Procedemos como se indica en € apartado representacion grafica de funciones y obtenemos las
gréficas que pueden verse a continuacion:

X+ 3
X2

8 f(x)=

Naj=|r + 2
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b) g(x)=x*+1

————————— g s e

K] =1 = -3 -2 -1 ] 1 1) 3 4 -] 1}
A

c) h(x) =x - sen (x)

M) = u - SEA(N)

T T a s 2 | 2 4 a I 4 14
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2. Procedemos como se indica en e apartado representacion gréfica de funciones y obtenemos las
gréficas que pueden verse a continuacion:

a)f(x)={_xz+2 six<0 ;

x> -4 six>0

glxi=3"-4

- X six<-1
b) g(xX)=4x* -2 si—-1<x<1 =3
2-X six=>1
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3.a)f(x):;

SOLUCIONARIO

1) Con la herramienta Dedlizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréfica colocamos un
dedlizador, y lo llamamos a. En & Menl Contextual del deslizador dige Intervalo entre — 15 y 15,

Incremento 1.

2) En d Campo de Entrada introduce una funcién genérica f(x) = %, tecleando f(x) = alx. Varialos

valores del dedizador y observa las variaciones de la gréafica

= = (%]

S

-
T e

Exj=-210x
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bf(x)=a \x-b

1) Con la herramienta Dedlizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Grafica colocamos dos
dedlizadores, uno detrés de otro, y los llamamos ay b elige I ntervalo entre— 15y 15, I ncremento 1.

2) En & Campo de Entrada introduce una funcion genéricaf(x) = a - \/x — b tecleando la expresion

f(x) =a* sort (x-b).

L}

ey = -gartiz - 2)

EI'!
a=2
—— "1'-
b=-1
B S 2,
2
1
Tixh = 2 sgrtjx + 1)
T T L u T
-4 a 3 o 1 2 3 4 5 & T & g
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c)f(x)=a-b*

1) Con la herramienta Dedlizador y haciendo clic sobre la Zona o Vista Gréfica colocamos dos
dedlizadores, uno detras de otro, y los llamamos ay b escoge I ntervalo entre— 15y 15, Incremento 1
y en el del segundo escoge I ntervalo entre 0y 15, Incremento 1.

2) En & Campo de Entrada introduce una funcion genéricaf(x) = a - b* tecleando f(x) = a* b™. Varia
los valores de los dedlizadores y observa las variaciones de la gréfica.

=i

=3

1]

"

=

fix) = 3% 3y

P
=

4. Representamos las funciones y con la herramienta Interseccion de dos objetos o con los comandos
correspondientes encontramos los puntos de corte con |os ges coordenados, 1os extremos relativos y
los puntos de inflexion de las funciones:

Af (x)=x>-6x+9x +1

Lae puntos caracterssdcos o la Tunclon son
Cortes con koS ejes: A (40,5 0y 810, 1)
Edtramoe Wamimd G {0, 5y minima D (31)
Punte de inflexdn E{2. 3

i@ oG +0u+ 1
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b) f (x) =x*—8x*+2

L os puntos de corte con |0s g es coordenados son:
OX: A (-2,78;0); B (-0,51; 0); C(0,51; 0) y D (2,78; 0).
QY: G (0,2

L os puntos extremos son:
Maximo: G (0, 2)
Minimos: F (- 2,-14) yH (2, - 14)
Los puntos deinflexion son: | (- 1,15; - 6,89) y J (1,15, - 6,89)

flxj=w =B+ 2 G 1

C ={0.51, 0] 0= (278 0
3 4

F=[-2 -14} - H=(2 «14]

Of(x)=2-3x>-x3

L os puntos de corte con |0s g es coordenados son:
OX: A (-2,73;0); G(- 1, 0) y C (0,73; 0).
OY:F (0,2

L os puntos extremos son:
Maximo: F (0, 2)
Minimos. E (- 2, 2)

El punto deinflexiones. G (- 1, 0)
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1. Lasrespuestas son:
a) La derivada es positivaen (— oo, — 2) U (0, + o).
b) La derivada nunca es negativa.
c) Laderivada es positivaen (— 1, + ).

d) Laderivada es negativaen (— o, 0).

2. Al estudiar lamonotonia de |as funciones, obtenemos:
a) Lafuncién escrecienteen (— oo, — 2) y decrecienteen (— 2, + o).
b) Lafuncion es crecienteen (— oo, 1) U (3, + o) y decrecienteen (1, 3).
c¢) Lafuncién es decrecienteen R — {0} .
d) Lafuncion es crecienteen (- 1, 1) y decrecienteen (— oo, — 1) U (1, + o).
€) Lafuncién es decreciente en todo R.

f) Lafuncion es creciente en su dominio (- 3, + o).
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3. Laconcentracion aumenta parat € (0; 12,5), es decir, entre €l afio 2000 y la mitad del afio 2013. A partir
de entonces la contaminacion disminuye.

Puede verse en la gréfica.

spa| Cencenratien
[[EC ) M= {125 TS

4. Enlagréficapuede verse que € beneficio es nulo para unainversion de 3 6 5 millones de euros.
La empresa tiene pérdidas siempre que invierta menos de 3 millones a mas de 5 millones.
El beneficio (considerado positivo) aumenta con unainversion comprendida entre 3 y 4 millones de euros.

‘!

| Benefick

11 Capital
invertdo
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5. El nimero de visitantes disminuye ente las 14 y las 18 horas.
El nimero de visitantes aumenta entre la 10 y las 14 horas, asi como entre las 18 y las 22 horas.

Todo €ello puede verse en lagréfica.

40001

3500+ Min = (18, 3738}
P = (10, 3610)

30007

6. Los extremos de | as funciones son:
a) No tiene méximo ni minimos, es siempre decreciente.
b) Tiene un maximo en €l punto (- 2, 32).
c¢) Tieneun maximo en (- 1, 11) y un minimo en (3, - 53).
d) Tiene un méximo en (0, 3) y minimosen (- 1, - 2) y (1, - 2).
€) Tiene méximo en (0, 2).
f) Tiene un méximo en (0O, 0) y un minimo en (4, 8).
g) Tiene un minimo en (O, In 4).

h) No tiene méximo ni minimos, es siempre creciente

i) Tiene un maximo en (5?” 6,97) y un minimo en (% — 0,68).

7. Se debe verificar quef "(3) = 0. El valor deK es— 4.

8. Se debe verificar quef "(2) =0y quef(2) = 7. Los valores pedidossona=4y b = 3.
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9. Losnumerosson 2y 4.

10. La solucion queda:
a) Funcion beneficio: B (t) =1 (t) - G (t), es decir:

B(t)=(42t-3t) - (2t2*-8t+105) = B (t)=-5t>+50t-105
b) LaderivadaesB “ (t) = - 10t + 50, que se anulaparat = 5.

La derivada segundaesB ~ (t) = — 10y como B * (5) =- 10 < 0, € beneficio es méximo, 20 000 euros,
después de transcurridos 5 afios.

11. Las dimensiones de lafinca son 30 metros por 30 metrosy su superficie serd de 900 metros cuadrados.

12. El valor que hace minimo el coste de contratacién es x = 20 trabajadores eventuales. El coste asciende a
700 euros.

Puede verse en la gréfica.
4

Ak

284

a5+ Min =20, 07)
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13. Observando el dibujo adjunto tenemos:

3 x g
6x+ 10y =3660 = y:366—gx
4 ¥
, , 3 ¥
El &reaserd A(X) = X - 366—§x . X
? ¥
Esta funcidn alcanza un minimo parax = 305 m.
¥
x

Las dimensiones de | as pistas seran 305 metros por 183 metros.

14. Las dimensiones serén 4—?? cmy 20 cm.

3

15. Llamamosr al radio delabasey h alaaturadel cilindro. Segin € enunciado, ocurre que:

K2
h?+ (2r)? =160° = rzzw.
El volumen, V, del cilindro es:
_ 2
V(I h)=zr2-h = V(h)=ﬂh-w=%-(25600h—h3)

LaderivadaV ~ (h) = % - (25600h — 3h?) seanulaparah = + 92,38 cm..

TenemosqueV  (92,38) < 0, por tanto, €l volumen es maximo parah=92,38 cmy r = 65,32 cm.

16. Llamaos x ey alasdimensiones del cartel. Lafuncién aminimizar esA (X,y) =X -y.

Larelacion entrelasvariablesx ey es:

(x-8) -(y—5) =100 = y=2X+&0
X—8
2
Sustituyendo en la funcién anterior, obtenemos. A(X) = 5)(;20)(
X —

5x% — 80x — 480

Laprimeraderivada, A" (X) = (x_8)
X —_

, Se anula parax = 20,65.

Por tanto las dimensiones del cartel serén x = 20,65cmey = 12,91 cm.
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17. Las soluciones son:;

a) Concava hacia las y positivas en

3 43
3’3

) y hacia las y negativas en

( JéJ [Jé j o ( J3 sj (\/_ 32}
— 0, — — |U| —.+ o |; puntosdeinflexiénen | - —, —
3 3 3 9 3 9

b) Concava hacialasy positivasen (— oo, 2) y hacialasy negativas en (2, + o) ; punto de inflexién en
(2,0).

c) Céncava hacialasy positivasen (4, + o) y hacialasy negativas en (— oo, 4) ; punto de inflexion en
(4, 16).

d) Coéncava hacia las y positivas en (— o0, 1) y hacia las y negativas en (1, + o) ; no tiene puntos de
inflexion.
e) Concava hacia las y positivas en (— 2, 2) y hacialas y negativas en (— oo, — 2)U (2. + 0); puntos

deinflexionen (- 2,In 16) y en (2, In 16).

f) Concava hacia las y positivas en (— o0; —:LOZ)U (1,02; + oo) y hacia las y negativas en
(— 102 1,02); puntos de inflexion en (- 1,02; - 15,42) y en (1,02; - 15,42). Esto lo observamos en la
imagen siguiente:

10

fix) o — 16 %7

-1l

A #0102, 1543

= [1-0F 4
s B=[1.02

9.4E)

=20

25
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18. Las representaciones gréaficas son:

a) 3

LA P

b)

il 5 - i 'D_,-"i 1 ) [
=
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19. Seaf(x) = x3 + ax? + bx + ¢ . Se debe verificar:
f'(-1)=0;f"(-3)=0; f(-1) = 0. De estas igual dades obtenemos el sistema siguiente y su solucion:

a-b+c=1 a==6
3-2a+b=0 =<:{b=9
27—-6a+b=0 c=4

De modo que lafuncién esy = x + 6x? + 9x + 4.

., 1
20. Las asintotas delafuncion sonlasrectasx =-1,x=1e y = Ex.

Lafuncién es creciente en (— 00, — \/§) ), (\/:_3 + oo) y decreciente en (— «/é, \/é)

343 3«@}

Tiene un maximo relativo en e punto [— \/é - TJ y un minimo relativo en e punto {«/5 et

Es concava hacia las y positivas en (-1, 0)U (L + ) y céncava hacia las y negativas en
(= o0, = 1) U (0, 2). Tiene un punto de inflexién en (0, 0).

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.

S e

.
L]
i
o
a1

sl 23, N B T
"

| = e
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X
21. Llamamos x ey a las dimensiones del rectangulo y > a radio dela

semicircunferencia como puede verse en laimagen.

El perimetro de la ventana mide:

16— 2x — nx

x+2y+7z—X:8
2 4

La superficie de laventana, en funcion delavariable x, es:

A2 a2 2
A= PRIy = B
8 8
L. -, . 16
El valor que hace maxima alafuncion anterior es X = 2 =2,24.
+ 7

Por tanto, las dimensiones de laventanaserdn x = 2,24 mey =1,12 m.

22. Lafuncién, | (x), gue muestrael ingreso anua es:
| (x) = (60 000 — 6x) - x; es decir, | (x) = 60 000x — 6x2.

Esta funcién acanza su maximo para x = 5000. Por tanto debe vender |a pieza a 5000 euros para obtener un
ingreso anua maximo.

23. Sealafuncion f (x) = ax® + bx2 + cx + d.

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos el sistema:

(d=-3
a+b+c+d=4
3a+2b+c=0

18a+2b=0

Lasolucién del sistemaes. a=1,b=-9,c=15y d=- 3. Por tanto lafuncién buscada es:

f (x) =x3-9x%+15x - 3.

266 |



ER%E X Matematicasl SOLUCIONARIO

En la imagen podemos ver la representacion grafica de la funcién cumpliendo todas las propiedades del
enunciado.

=3 Min =[5, 28}

24. En € dibujo podemos ver la gréficadelafuncién y = g (x), en trazo continuay en color rojo) y lagréfica
de su funcién derivada, en trazo discontinuo y en color azul.

Hay que tener en cuenta que los
puntos de maximo o minimo de y =
f(x) su funcion derivada tiene cortes
en e ge OX y en los intervalos de
crecimiento de y = f(x) la funcion
derivada es positiva y en los
intervalos de decrecimiento de y =
f(x) lafuncion derivada es negativa.

e
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25. Seaf(x) = x* + mx? + p. Se debe verificar:

f7(2) =0; f(2) =-75. De estas igual dades obtenemos el sistema siguiente y su solucion:

48+ 2m=0 m=—-24
=
16 +4m+ p=-75 p=5

Lafunciénesy = x*- 24x? +5.

26. @) Lagréficadelafunciony =f (-x) eslasimétricade lafuncion daday = f (x) respecto a ee OY. Su
gréficaseralade dibujo. Suscortesson (1, 0) y (0, 1) y su asintotalarecta y =0

kd

b) Como f (x) crece hastax =0, lafunciony = 1/f (x) decrece de (- «, -1) U (-1, 0).
Como f(x) decrece apartir de x = 0, lafuncién y = U/f (x) crece de (0, +o).

Como f(x) tiene un corte en (- 1, 0), lafuncion'y = 1/f (x) tiene una asintota vertical enx = - 1.

: . 1 .
Como lim f(xX)=0 entonces lim —— =400 yademadscomo lim f (X)=— co entonces

X+ X+ f(x) X— — o
lim =0. Sugréficasera

X— — f(X) 3

como ladel dibujo.
2
0

-6 5 -4 -3 1 ¥ 1 z 3

1
=2
-3
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ACTIVIDADES-PAG. 349

a) Seay = mx + n la ecuacion de la tangente ala elipse. La ecuacion resultante del sigtema 116 ~ 9 1

y=mn+n

X2 y?
9

x?  (mx+ n)?

es decir, — + =1 debe tener unaraiz doble.
16 9

Operamos en la ecuacion y la escribimos en laforma:
Ox?+ 16m>2+32mn+16n>-144=0 =  (9+ 16m?)x?+ 32mnx + 16n*> - 144 = 0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)?2 -4 - (9 + 16m?) (16n>—144) =0
Operando y simplificando la ecuacion anterior, obtenemos: 16m? — n? + 9= 0.
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como |la recta tangente pasa por P se cumplirdn = yo — mxo

y entonces:
16m? — (yo — mXo)2 +9=0.

Operando y simplificando, obtenemos: (16 — x§)m2 + 2% Yom+ 9 - y§ = 0.

Como las tangentes a la dipse desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y mp, de esta Ultima
ecuacion cumplen m; - m2 = - 1y teniendo en cuenta las rel aciones de Cardano obtenemos:

9 2
—y°2=—1 = 9-yi=-16+y, = x+y5=25
16 — X3

El lugar geométrico es una

circunferencia de centro el origen de

coordenadasy radio 5.

pRbET -t PEEL
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2 2
Para las elipses de ecuacion —- + # =1, e lugar geométrico que se obtiene son las circunferencias
a

centradas en € origeny deradio /a® + b? , esdecir, las circunferencias de ecuacion x2 + y2 = & + b2
En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos

dedlizadores para los semigjes de la elipse ay b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
elipses como de las circunferencias.

Moviendo |os dedlizadores obtenemos distintos resultados:
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b) Procedemos como en el caso anterior y obtenemos:

2 2
X y©
Seay = mx + n laecuacion de latangente ala hipérbola. Laecuacion resultante del sisema <16 9
y=mn+n

x?  (mx+n)?

es decir, — — =1 debe tener unaraiz doble.
16 9

Operamos en la ecuacion y la escribimos en laforma:
Ox?- 16m?x?-32mn-16n°—-144=0 =  (9-16m?)x2- 32mnx - 16n?— 144 =0.
Como esta ecuacion tiene una raiz doble su discriminante debe ser cero:
(32mn)2 + 4 - (9 - 16m?) (16n2 + 144) = 0
Operando y simplificando la ecuacion anterior, obtenemos: 16m? —n? - 9 = 0.
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplirdn = yo — mXo

y entonces:
16m? — (Yo — MXo)? - 9=0.

Operando y simplificando, obtenemos: (16 - xg)m2 + 2% Yom— (9 + y5) = 0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m: y my, de esta Ultima
ecuacion cumplen my - m2 = - 1y teniendo en cuenta las rel aciones de Cardano obtenemos:

-(9+y5) _

-1 = 9+y2=16-y2 = 24y2=7
16—X§ Yo Yo Xo + Yo

El lugar geométrico es una circunferencia de centro el origen de coordenadasy radio /7 .

10 8 10
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2 2
Para las hipérbolas de ecuacion X_2 _ y_z —1, con a> b, e lugar geométrico que se obtiene son las
a b

circunferencias centradas en el origen y de radio +/ a® — b? , esdecir, las circunferencias de ecuacion x2 + y2
=a- b2

En los dibujos pueden verse algunas de las anteriores. Para dibujarlas con GeoGebra se crean dos
dedlizadores para los semigjes de la €lipse ay b y posteriormente se introducen las ecuaciones tanto de las
hipérbolas como de las circunferencias.

a=4325

b=3
—if—
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c) Paralapardbolay = ax? procedemos como en |os casos anteriores y obtenemos:
y = ax?

Seay = mx + n laecuacion de latangente ala pardbola. La ecuacion resultante del sistema { :
y=mn+n

) .
decir, X~ = MX+ N debetener unaraiz doble.

Operamos en la ecuacion y laescribimos en laforma:
x2- mx-n=0.
Como esta ecuacion tiene unaraiz doble su discriminante debe ser cero:
m?+4n=0
Supongamos que P tiene de coordenadas (Xo, Yo). Como la recta tangente pasa por P se cumplirdn = yo — mXo

y entonces:
m? — 4(yo — MXo) = 0.

Operando y simplificando, obtenemos: M° — 4mx, 4y, = 0.

Como las tangentes a la hipérbola desde P son perpendiculares, las dos soluciones, m; y my, de esta Ultima
ecuacion cumplen my - m2 = - 1y teniendo en cuenta las rel aciones de Cardano obtenemos:

%=—1 = 4y, =-1 = y,=-

1

-b_l =

El lugar geométrico es unarecta horizontal, que coincide con la directriz de la parabola.
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Para las pardbolas de ecuacion y = ax? € lugar geométrico que se obtiene son las rectas horizontales de

ecuacion y = — 4i , que coinciden con ladirectriz de la pardbola
a

B 17 2 &3 4 5 A

EEsEsssRSsssSssssS S Ss S s s

R S, W - T_— R S - " . |
y=-0.33

=1
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