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UNIDAD 1: Matrices

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 10

1. Los electrodomésticos que vende una cadena en una gran ciudad los tiene en cuatro comercios C;, C;,
C3 y Ci. Vende tres marcas de televisores TV;, TV, y TVs. En un momento determinado, el comercio C;
tiene 20 televisores de la marca TV;, 18 del tipo TV, y 16 del TVs. El comercio C;, 22, 16 y 38,
respectivamente. De igual forma, el comercio Cs, 30, 40 y 10. Por ultimo, las unidades de C, son 15, 25y
20. Expresa, de forma ordenada, los datos anteriores en una tabla.

En las filas de la tabla se han colocado las marcas de los televisores y en las columnas los comercios,
obteniéndosela tabla:

G |G| G Cs
TV: | 20 | 22| 30 | 15
TV, | 18 |16 | 40 | 25
TVs | 16 |38 | 10 | 20

2. Encuentra las soluciones de los sistemas siguientes por el método de Gauss, expresandolos en forma
matricial:

3X+y=3
a
2x — 5y =19

-X+2y-3z=11
b){2x -5y +z=-14
X+3y—-2z=7

La resolucion de los sistemas puede expresarse en la forma siguiente:
a) En la primera matriz realizamos la operacién elemental por filas: multiplicamos por 2 la primera fila y por

3 la segunda, restando los productos anteriores y colocando los resultados en la segunda fila (2F, — 3F, >
F.), y obtenemos la segunda matriz.

3 1 3} (31 3
2 -5 19/ ~ |0 17 -51

La segunda matriz proporciona la solucién: x=2,y =- 3.

b) En la primera matriz realizamos las operaciones elementales por filas: 2F1 + F, > F, y 3Fi + F3 > Fs y
obtenemos la segunda matriz. En esta matriz realizamos la operacién elemental por filas 9F, + F3 > Fz y
obtenemos la tercera matriz.

-1 2 -3 11 -1 2 -3 11 -1 2 -3 1
2 -5 1 -14/=/0 -1 -5 8|=|0 -1 -5 8
3 3 -2 7 0O 9 -11 40 0 0 -5 112

La tercera matriz proporciona la solucion: x=-1,y=2,z=- 2.
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ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 29

1. Las edades de la familia. Una madre de familia, que ronda la cuarentena, observa que, si escribe tres
veces seguidas su edad, obtiene un nimero que es igual al producto de su edad multiplicada por la de su
marido y las edades de sus cuatro hijos. ¢ Qué edad tiene cada uno de los cuatro miembros de al familia?

Supongamos que la edad de la madre es de 39 afios; imponiendo las condiciones del problema, obtenemos:
393939=39:P-H;-H;-H3-Hy = P-H;-H;-H3-Hys=10101 =

—=> P-Hi-Hy-H3-Hy =37-13-7-3-1
Luego la madre tiene 39 afos, el padre tiene 37 y los cuatro hijos tienen, respectivamente, 13, 7, 3 y 1 afios.

Observamos que si partimos de que la madre tiene 38 afios obtenemos la misma respuesta, e igual que
para 37, 36, 35 afos. Es decir, independientemente de la edad de la madre, nos salen las edades del padre,
37 afos, y las edades de los hijos: 13, 7, 3y 1 afios.

En general la madre tendra xy anos, xy = 10x +y afios.

393939=39-P-Hy Hy-Hi e = XY _p.H, -H, -H, H,
Xy

Ahora bien:

Xyxyxy 100 000x + 10000y +1000x + 100y + 10x + y
Xy 10x + y

~101010x + 10101y 10101 (10x + y)
B 10X + 10X+ y

=10101

Descomponemos 10 101 en factores: 10101 =37-13-7-3 - 1.
Luego las edades serdn: P = 37 afos, H; = 13 afios, H, = 7 aflos, H; = 3 afios y Hs = 1 aiios.

2. Dos numeros. Encuentra dos nimeros tales que su suma, su producto y su cociente sean iguales.

X
Llamamos x, y a los nimeros. Se debe cumplir que: X+ y=X-y =—.

Resolviendo:
X+y=X-y X
y=—-—-
X = X-1
X y=— )
y Xy*=x = y=z1

Paray =1, se tiene que

1 = 1. Ecuacidon que no tiene solucion.
X —

Paray=-1, se tiene que

1
= —1, entonces X = E

La solucidn validaes: X =—,y=-1.

Nl X

o



EEIIgTEI Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

L ]

ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 31

1 1 1 -1 0 3
1. Dadas las matrices M =| -1 0 1|y B=| 2 -1 4|.
0 -11 1 -2 2

Halla la matriz X que verifique la igualdad M*XM =B -1.

En la siguiente imagen podemos ver la solucién de esta actividad. La matriz unidad | la hemos introducido
mediante el operador lo del menu Matrices, como vemos en la imagen. La matriz X la hemos hallado

despejandola en la igualdad dada: X=M - (B—1) - M

" Introducimos las matrices M yB:
1 1 1 1 1 1
M:=|-1 0 1| = |-1 0 1
0o -11 0o -11
-1 0 3 -1 0 3
B:=| 2 -14]| = 2 -14
1 -2 2 1 -2 2
|
Calculamos al matriz X :
5 2 1
3 3 3
1 10 b5
JAB- M - | - - —
M- (B I3] M 3 B B
_4 1 _4
3 3 3
11 a
2.DadalamatrizA= |a 1 a-1|.Hallalosvalores de a para los cuales esta matriz no tiene inversa.
1 a 1

Halla la inversa paraa =-1.
En la siguiente imagen podemos ver la resolucidn de esta actividad.
La matriz dada no tiene inversa paraa=0ya=1.

Para a = -1 obtenemos la matriz inversa de A que vemos en la imagen.

10 |
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[ Intreducimas la matriz A

( i1 & 11 a
|ﬁ.:l ala=1|==|aia=i
I 1 ]

|'!ﬂ 18

[t
| Salculamos el determinante de A -
| |A] = a¥-a®

Anufamos & determinante
| regalverfa’ -a' md) = [{a=0} {a={}}

Calcufamos |a inversa de la mafriz Aparaa = = 1 :

@ ==t s =7
i

1 i
2 * 3
At |y 3
2 s
( o -1 -1
-2 2 X
.. 2 3 X -2
3. Resuelve la ecuacion: =0
X -2 2
-2 2 3

En la siguiente imagen podemos que las soluciones de esta ecuacién sonx=-3 y x =-1.

Introducimos y calculamos el determinante :

-2 2 3 X
3 x -2 2 - X*+16-x-+104-x+87
X -2 2 3

|
Resolvemos la ecuacion :
|resolwer[x“+16-x2+1ﬂ4-x+8?=ﬂj = {{x=-3},{x=-1}}

T . i i

11 |
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1 -2 m

4. Estudiaelrangodelamatriz| m -4 4 |enfuncién de los valores de m.

-1 m -2

En la siguiente imagen podemos ver que el determinante de esta matriz se anula para los valoresm =2y m
- 4 y para estos valores el rango de la matriz es 1 y 2 respectivamente. Para todos los demas valores de m
el rango de la matriz serad 3 puesto que su determinante es no nulo.

intreducimoaos tamathiz v calcuiamos su determinants -

'1T -2 ml |'I—1m
A:l|m-i-1.|—|- m =4 4
=1 m =7 l=1 m =2

Calcutamas e determanante de lamatriz A°

|'* -7 mil
m -4 4 ] =+ m’'—12 m+16
|,-1 m =2

Arlamoes ef determanants
resolver{m?-17 m+16=0} =+ [{m=-4},{m=2}}

Hallamog el range param = 2.
M =7 == 2

rangoiA) = 1

Hallamos ¢l range param = —4
MW= = =d
rangofA) =+ 2

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 34

1. A cuatro compaiieros, A, B, C, D, de segundo de bachillerato, se les pide que respondan a la pregunta:
“éCrees que alguno de vosotros aprobara este curso? Di quiénes”.

Las respuestas son: A opina que B y D; B opina que A y el mismo; C opina que A, B y D; D opina que el
mismo. Expresa este enunciado en una matriz.

Expresamos la informacién del enunciado en una tabla, poniendo un 1 en el caso que un individuo opine de
otro que aprobara el curso y un 0 en caso contrario.

Ololw| >

Olr|r|O|D>

[« A=Y= =Y. ]

oo

R|lRlO|lR|O

=
N
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Los valores de la tabla dan lugar a la matriz

O Fr O
[ N
O o o o
e =

2. Halla las matrices A = (aj)), B = (bjj) y C = (cjj), de dimensiones 3x2, 3x3 y 3 x 4, cuyos elementos sean,
respectivamente:

a) ajj=(2i-j)* b) b =il c)ci=(i+j)!
Las matrices pedidas son:
111
1 0 11 1 3 16 125
a) A= 9 4 b)B={2 4 8 oC=(3 1 E i
25 16 3 9 27 > 316
16 5 1 7

3. Encuentra todas las matrices de dimension 2x2 tales que la suma de los elementos de cada fila sea
igual a 1y la suma de los elementos de la primera columna sea igual a cero.

o)
Sea la matriz A = .
c d

y la matriz sera de

a+b=1 b=1-a
c+d=1 d=1-c

Si los elementos de cada fila deben sumar 1 se cumplira: {

[a 1—aj
laforma: A= .
c 1-c¢

Si la suma de los elementos de la primera columna deben sumar 0, se cumplira: a + ¢ = 0, es decir, ¢ = - a.
Sustituyendo en la matriz, obtenemos:

a 1-a ) i )
A= , siendo a un numero real cualquiera.

-a l+a
-2 3a a+b 4 a b
4. Calcula a, b, c y de para que se cumpla + =2 .
d 7 5 ¢ c d
Operamos e igualamos los elementos de las matrices resultantes:
a+b-2=2a
a+b-2 3a+4) (2a 2b 3a+4=2b
d+5 c+7) \2c 2d d+5=2c
c +7=2d

13 |
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Resolviendo el sistema obtenemos:a=0,b=2,c=17/3 yd=19/3.

5. Una empresa de aceite de oliva elabora tres calidades: normal, extra y virgen extra y posee tres marcas
X, Y, Z, distribuyendo su produccién en cuatro almacenes. Las miles de litros almacenados en el primer
almacén vienen expresados en la matriz:

XY 2

22 46 80
36 58 88
48 66 92

El segundo almacén tiene el doble que el primero, el tercero la mitad y el cuarto el triple. ¢{Qué volumen
de produccion de aceite tiene en cada uno de los almacenes, y en total, de cada calidad y de cada una de
las marcas?

Las matrices A;, coni =1, 2, 3, 4, muestran el volumen de aceite de cada uno de los almacenes:

22 46 80 44 92 160 11 23 40 66 138 240
A =36 58 88| A, =|72 116 176| A, =|18 29 44| A, =|108 174 264
48 66 92 9 132 184 24 33 46 144 198 276

El volumen total de aceite almacenado de cada calidad y de cada una de las marcas es:

143 299 520
T=|234 377 572
312 429 598
-1 1 5 3 0o 2
6. Dadas las matrices: A = ,B= yC= ; calcula:
0 2 -1 4 -2 4
a)A+B b)A-B+C c)2A+B-3C d) AB - AC e) 2AB - 3AC + 4BC

Los resultados de las operaciones son:

aave-( (5 (59

P A A E  E e
somva-so=( 2 (5 2)-(S o2 7
e T R A N

14 |
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-12 2 -6 6 -24 88 -30 84
e) 2AB -3AC + 4 BC = - + =
-4 16 -12 24 -32 56 - 24 48

7. Calcula los productos posibles entre las matrices:

2 1 1 1 1
3 2 -4 21
A=[2 0],B=(0 53J,Czl 2lyD=|11 -2 3
2 0 0 -1 1
Los productos posibles son:
3 2 -4 2 1 -12 16 9
A-B= . =
2 0 0O 5 3 -8 4 2
2 1
-4 2 1 -4 0
B-C= 11 2=
(0 5 3} (11 10)
2 0
1 1 1
-4 2 1 -2 -9 3
B-D-= 41 -2 3|=
[O 5 3} (5 -13 18}
0O -1 1
2 1 8 4
3 2
C-A=|1 2 ( )= 7 2
2 0
2 0 6 4
2 1 -8 9 5
-4 21
cC-B=|1 2| =|-4 12 7
(O 5 3}
2 0 -8 4 2
1 1 1 2 1 5 3
D-C=|1 -2 3|:-|1 2|=|6 -3
0O -1 1 2 0 1 -2

8. Encuentra, en cada caso, la matriz A que cumpla:

10 1 4 3 -1 (-2 -1} (1 -2
a) -3 =2A b) : =3 +2A

Las matrices buscadas son:

15 |
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(—1 —6) -6
-3 -1

’
2

9. Obtén las matrices A y B que verifiquen los siguientes sistemas matriciales:

-1 5 —-13 23 21 16
A+B= 2A+ B = 3A-5B =
) 8 ) 2 6 -1 3 -
c
3 0O 1 -13 -11 -8
A-B= A-2B= -A+3B=
2 -9 3 -1 -1 3

Resolviendo los sistemas por reduccidon obtenemos:
ya=[tyB=| 2
a = =
5)" 3
2 -5 1 -3
b) A= y B=
-1 3 4 0
1 2 2 -4 -3 -2
c) A= y B=
-2 10 -1 0 1

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 35

10. Halla, en cada caso, todas las matrices que conmuten con:
1 1 10 1 2
1 -2 11 -1 0
a b
Sea X = q una matriz de dimensién 2x2 cualquiera. En cada caso se cumplira:
C

a) A-X=X-A =

1 1 ab ab 1 1 a+c b+d a+b a-2b
= . = . = = =
1 -2 c d c d 1 -2 a-2c b-2d c+d c-2d

a+c=a+b
a-2c=c+d c=Db a

= = = X = cona, beR
b+d=a-2b d=a-3b b a-3b
b-2d=c-2d

16 |



EE%THEI Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

b)B-X=X:-B =
a b a+b b
= = =
a+c b+d c+d d

Ly kY

a+b=a
b=b b=0 a 0
= = = X = cona ce R
c+d=a+c d=a c a
d=b+d

c)C-X=X-C =

- a2 ek

a+2c=a-b

- a+2c b+2d__a—b 2a
—a ~b ) lc-d 2¢

b+2d=2a a=d-c d-c —-2c

= = X = conc,d e R
-a=c-d b=-2c C d
-b=2c

a

b
que verifican M? = 2M.
b a

11. Determina todas las matrices M = (

(a ﬂ .
Para M = se tiene que:
b a
b b 2 2 2a 2
M2 = a (a _(a +b 2ab y2M = a 2b
b a) (b a 2ab  a’ + b’ 2b 2a

a’ +b? =2a
2ab=2b

La igualdad de las matrices anteriores nos da el sistema: {

En la segunda ecuacidn se obtiene a = 1 o b = 0. Estos valores llevados a la primera ecuacién nos
proporcionan cuatro soluciones:

a=1b=1 ija=1,b=-1 iii)a=0,b=0 iv)Ja=2,b=0

Las cuatro matrices solucion son, respectivamente:

11 1 - 00 20
i)Mlz(ljj n)Mzz(_l 1} m)Maz(o é] N)M4:(o ;

17 |
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1 - 0 3
12. Para las matrices A= (4 Oj vy B =( 1 2), comprueba que se cumplen las siguientes

propiedades de la trasposicion de matrices:
a) (A'f b) (A+ B) = A + B! o(k-Af =k-A"  d)(A-B) =B'-A'

En cada apartado obtenemos:

2# oI =[3 )

een s G5 o
TN s B o PIV L

ane-(t (0 ) Smer-(t )
R (P B

3 0 -1 2
[ j,C ( ij=(2 ~1 3), efectia las

-1

2
13. Para las matrices A = ( j 3

siguientes operaciones:
a) A'-B b)C'-B ¢ D-D' d) D-D'
Los resultados de los productos son:

3 0

a) A" B=(2 —1)-( ) 1

|- -2

18 |
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1 4 -5 4
3 0
bC' -B=|-1 0 -(_ J: -3 0
2 -3 12 -3
2
D-D'=(2 -1 3)-|-1|=(14)
3
2 4 -2 6
dD''D=|-1|-(2 -1 3)=|-2 1 -3
3 6 -3 9

14. Descompdn las matrices dadas en suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica:

1 3 1 3 2 -6
-15 0 -
a) A= b) B = oC=|7 4 1 dD=|0 0 3
1 5 1 2
-1 -5 4 0 7 -1
. . . o M+M! .
La descomposicion de la matriz M es M =S + H, siendo S la matriz simétrica, S = y H la matriz
_ t
antisimétrica, H :%.

En cada caso se obtiene:

-1 5 -1 3 0O 2
a) A= +
GG e )

- 2
0 -3 0 -1 0 -2
b) B= = +
1 2 -1 2 2 0
1 3 1 1 5 0 0 -2 1
c)C=|7 4 1/=|5 4 -2|+| 2 0 3
-1 -5 14 0 -2 4 -1 -3 0

3 2 -6 3 1 -3 0O 1 -3
ddDbD=|0 0O 3|=/1 0 5 |+|-10 -2
07 -1 -3 5 -1 3 2 0

15. Contesta a las siguientes cuestiones:

a) Sea A una matriz cuadrada, demuestra que A + A' es simétrica.

19 |
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b) Estudia las potencias sucesivas de una matriz antisimétrica.
Las respuestas quedan:

a) Se tiene: (A + AY)' = A" + (AY)' = A' + A, por tanto, la matriz (A + A") es simétrica pues coincide con su
traspuesta.

b) Una matriz A es antisimétrica si A' = - A.

Veamos como son las potencias sucesivas:

(A%)t=(A-A)t=At- At = (- A) - (-A) = A?, luego A? es simétrica.
(A3)t=(A%-A)t=At- (A2)'= (- A) - A2 =- A3, luego A3 es antisimétrica.

Por tanto, las potencias pares son matrices simétricas y las potencias impares son antisimétricas.

0 - 0 2
16. Dadas las matrices A = y B= , calcula A% y B®,
1 0 10

En cada uno de los dos casos calculamos las potencias sucesivas de Ay B.

- I D6 9
1 0 1 0 0 -1 01
AS=A2-A=-1-A=-A

A=A A=-A-A=-A2—(-1)=I

A=A A=|-A=A

AS=AS-A=A-A=-|

etcétera.

Observamos que las potencies de la matriz A se repiten de cuatro en cuatro. Asi:

A97=A4~24+1=(A4)24 ‘A=|24'A=|'A=A

Calculando las potencias sucesivas de B = (1 OJ obtenemos que:

) 2 0 s oo 0 4
B2-B-B- B*=B?-B-=

02 2 0

g -g’.g=|" ° B -t .B= > O

0 4 4 0

20 |



=

EDITEX Matematicas Il | <{e]i0[e[0]\\]i\:{[e]

L ]

Podemos continuar y observar que las potencias pares siguen una ley de recurrencia y las impares otra. Es
decir:

n n+1
Sinespar: B" = 2? OE ysinesimpar: B" = &,1 2°
0 22 22 0
230
Por tanto, B> = [229 0 ]

17. Calcula A", para n € N, siendo A las siguientes matrices:

1 11 01 O
11 COSa —Sena
a) b) |0 11 d(1 0 O
11 sena  COS
0 01 00 1

Quedan del siguiente modo:

11 2"t ont
a)Si A= , entonces A" =
1 1 2n—1 2n—1

. COsa —Senaoa n Cos N — sen na
b)si A= ,entonces A" =
sen o COSs o Sen na COSs N

2

n° +n
111 1n >
c)SiA=|0 1 1| entonces A"=|0 1 n
0 01 00 1
01 O .
| s nes par
d)SiA=|1 0 O [,entonces An:{ ) )
A s nesimpar
0 0 -1

m 18. Tres artesanas, Ana Berta y Carla trabajan para una marca de joyeria. Elaboran conjuntos de anillos,
pendientes y colgantes. Por cada conjunto realizado en oro les pagan 600 €, si es en plata 500 € y si es en
acero 400 €. Las matrices N y D muestran sus producciones en los meses de noviembre y diciembre. La
matriz P muestra el pago por unidad elaborada.

Oro Plata Acero Oro Plata Acero 600

4 1 6 2 4 6
S =500

N=| 2 2 8 D=| 6 0 6
400

2 4 4 4 2 7

21
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Determina las siguientes matrices y explica qué representan:
a)N-S b)D-S ¢)N+D d)(N+D)-S

Operamos las matrices y obtenemos:

4 1 6) (600 5300
ag N-S=|2 2 8]-|500|=|5400
2 4 4) \400 4800

La matriz muestra el dinero que ha ganado cada una de las tres artesanas en el mes de noviembre.

2 4 6) (600 5600
b) D-S=|6 0 6]|-|500|=|6000
4 2 7) 400 6200

La matriz muestra el dinero que han ganado cada una de las tres artesanas en el mes de diciembre.

4 1 6 2 4 6 6 5 12
oN+D=|2 2 8/+|6 0 6|=|8 2 14
2 4 4 4 2 7 6 6 11

La matriz muestra la produccion realizada durante los meses de noviembre y diciembre.

6 5 12) (600) (10900
d)(N+D)-S=|8 2 14/|-|500|=|11400
6 6 11) (400) (11000

La matriz muestra el dinero que ha ganado cada una de las tres artesanas en los meses de noviembre y
diciembre.

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 36

19. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

1 -2 1 3
1 21 -1 1 2
21 2 1 0 -1
a) b)| 2 1 2 ol 1 3 -2|d
3 4 -1 2 1 -1
-110 4 2 O
-2 -11 0 11

a) Realizando la operacién elemental 3F; — 2F, = F,, obtenemos:

22|
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SRR

b) Realizando las operaciones elementales F, —2F; = F,, F3+ F1 = F3y F3+ F, = F3, obtenemos:

1 21 1 2 1 1 2 1
2 1 2|=z|0 -3 0|=z|0 -3 O
-1 10 0 3 1 0O 0 1

c) Realizando las operaciones elementales F, + F1 & F,, F3+4F1 = F3y 3F, - 2F;5 = F3, obtenemos:

-1 1 2 -1 1 2 -11 2
1 3 -2|z,0 40|z0 4 O
4 2 0 0O 6 8 0 0 -16

d) Realizando las operaciones elementales F;, —2F; > F;, F3+F1 & F3 F4+2F4+2F; > F4, Fa+3F, > Ry
2F; + F4 > F4, obtenemos:

1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3
2 1 0-1/_ |0 5 -2 -7/ |0 5 -2 -7/ [0 5 -2 -7
-1 2 1 -1//o o 2 2|7lo 0o 2 2|7lo 0 2 2
-2 -1120 11) (0 -15 2 17) l0 0 -4 -4) 0 0 0 ©

20. Halla las matrices inversas de las siguientes matrices haciendo uso de la definicion de matriz inversa:

2 -5 1 1 2 -3 0 2
a) A= b) B = c¢) C= d) A=
5 L) oaee(n ) 52

1 a . .
a)Sea A" = secumplirdA-Al=1:
c d
2a-5c=1 a=3
2 -5 a b 10 —-a+3=0 b=5 . 35
. = = = A =
-1 3 c d 01 2b-5d =0 c=1 1 2
-b+3d=1 d=2
Procediendo como en el apartado anterior, obtenemos:
2 1 21
-1_13 3 : -1 -1 _ 3 3
b) BT = } _l c) No existe C d D "= 1 )
3 3 2

21. Calcula las matrices inversas de las matrices que siguen por el método de Gauss-Jordan:
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11 110 -1 0 -1
a)A:{ 5 1] b)B={1 0 1 ¢cC=| -1 0 O
010 2 -1 1

Utilizando el método de Gauss-Jordan obtenemos:

a) Realizamos las siguientes operaciones elementales por filas: F, > 2F1+F; F, > 1/3F,yF1 & Fi-Fa.,

1 1
1 110 _ (1110 (2119 10353
~2101/ 0321|1012 Z|7 2 1
3 3 01 — =
3 3
11
. -1_13 3
La matrizinversadeAes A" = Z }
3 3

b) Realizamos las siguientes operaciones elementales por filas: F, = F1-Fy; F3 & F3-F; F, > Fo+F3yFy
- F1-Fa.

110100 11 0 1 0 O 11 0 1 0 O
1 01010/z2z/021 -11-10|=2z/01 -2 1 -10|=z
010001 01 0 0 0 1 00 1 -1 1 1
110 1 00O 100 1 0 -1
<01 0 0 0 1{z/01 0 O 0 1
001 -111 001 -11 1
1 0 -1
La matriz inversa de B es 81:{0 0 1

c) Procediendo como en el apartado anterior, obtenemos que la matriz inversa de C es:

0O -1 0

C'=|-1 -1 -1

-1 1 O
101 10 -1
22. Calcula X tal que X—B2=A-B,siendo: A=|{1 1 OlyB=|1 1 1
0 0 2 0 0 1

En la ecuacién tenemos que X =A - B + B2,

Calculamos las matrices:
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10 1)(1 0 -1 1 00
A-B=11 0-|1 1 1|={2 10
0 0 200 1 0 0 2
10 -1)(1 0 -1 1 -2
B°=/11 1|1 1 1(=(21 1
0 0 1 0 0 1 0O 0 1
1 00 10 -2 2 0 -2
X=A-B+B*=|2 1 0|+|2 1 1 |=(4 2 1
0 0 2 0 0 1 0 0 3

23. Resuelve las ecuaciones:

o1 R Y T R A
3+ ZXJ

X —_
a) Operamos en ambos lados de la igualdad y obtenemos: ( y J = [3 2
y —_

33X+ 2y

Igualando los elementos de las matrices se tiene el sistema, cuya solucién es:

X+y=-3 x=-5/4
=
X-y=-2 y=-714

, 1+b*> a+hbc 50
b) Operamos las matrices y obtenemos: 5 , | = .
a+bc a+c 0 5

Igualando los elementos de las matrices se obtiene el sistema:
1+b*=5 b=+2
a+bc=0 = a+2c=0
a’+c*=5 a’+c*=5

Para los dos valores de b se obtiene cuatro soluciones:

iJa=-2,b=2,c=1 iij)a=2,b=2,c=-1 iiija=2,b=-2,c=1 ivja=-2,b=-2,c=-1.

1 1 4 -2 6 4
24. Resuelve la ecuacion matricial X - = .
3 4 -1 0 22 14

. a
Seala matriz X =

J, sustituyendo y operando, obtenemos:
C
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1 1Y(a b 4 -2 6 4 da+4c-b-d —2a-2c 6 4
. . = - =
3 4)\lc d -1 0 22 14 12a+16b-3b-4d -6a-8b 22 14

Igualando los elementos de las matrices se obtiene:

da+4c-b-d=6 a=-1

—-2a-2c=4 b=-
=

12a +16c — 3b — 4d = 22 c=-

-6a—-8=14 d=-

-1 -6
La matriz buscadaes X = .
-1 -8

25. Determina la matriz X que verifica AXA - B = O, siendo:

3 1 5 -2 00
A= ,B= yO=
-2 -1 1 3 00
Si despejamos X de la ecuacién matricial, obtenemos: X=A1-B- AL

1 1
La matriz inversa de la matrizAes A ! = ( 5 J

1 1 5 -2 1 1 4 3
La matriz buscadaes X = A" - B- Al = . . =
-2 -3 1 3 -2 -3 -3 2

1 2 01
26. Dadas las matrices A = , B=

11 3 1)

1 2
= (3 4l encuentra, en cada caso, la matriz X

que cumple:
a)X-A+2B=C b)A:-X-B=C c)A-X:B=C

a) Despejamos la matriz incégnita X y obtenemos: X = (C—2B) - A'L.
Operando con las matrices tenemos:
1 2 0 2 1 0 o, (-1 2
C-2B= + = A=
3 4 6 2 -3 2 1 -1
N 1 0 -1 2 (- 1 2
-3 2) (1 -1) |5 -8
b) Despejamos la matriz incdgnita X y obtenemos: X=A"1- (B + C).

Operando con las matrices tenemos:

N B R R I
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PSS B ErE=t
. _ -1 2 (13 (11 7
{1 -1/l 5/ |=5 -2

c) Despejamos la matriz incdgnita X y obtenemos: X=A1-C-BL

Operando con las matrices tenemos:

1 1
1 2 211
A*:(l j B = 3 3
- 1 0
13 5
1 2y 2y (Y)Y % 3
X = ' 3 3T %1 %
1 -1 34| 5] |4 _ 2
3 3

27. Si A es una matriz cuadrada de orden n, tal que A2 = A, e | es | matriz unidad de orden n, équé matriz
esB%siB=2A-1?

Se tiene que:
B2=B-B=(2A—1)- (2A—1)=4A-A—=2A-1—1-2A+1|-1=4A?-2A-2A +|=4A-4A+1=1.

Por tanto, la matriz B? es la matriz unidad. Las matrices como B se denominan idempotentes.

28. Responde a las siguientes cuestiones:
a) DemuestraquesiA-B=AyB-A'=B, entonces AZ=A.
b) Si A una matriz que conmutaconByC, ¢es ciertoque(B-C)-A=A-(B-(C)?

a) Se cumple la siguiente cadena de igualdades:
A=A A= (A-B)- A=A (B-A_l) A=A-B-A' A=A-B=A
@ (2 ©) (4) ® (©

Y que:
(1) Es la definicion de potencia cuadrado de una matriz
(2) Por la hipotesis A - B = A.
(3) Por la hipétesis B - A"t = B.
(4) Por la propiedad asociativa del producto.
(5) AlserA-Al=].
(6) Por la hipdtesis A - B = A.

b) Se cumple:
(B-C)-A=B-(C-A=B-(A-C)=(B-A-C=(A-B)-C=A-(B-C

@ (2 ) (4) ©)
al ser:
(1); (3) y (5) Por la propiedad asociativa del producto de matrices.
(2) Las matrices Ay C conmutan.
(4) Las matrices Ay B conmutan.
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29. Calcula el rango de las siguientes matrices:

5 _1 0 1 -1 0 -2 1 0 3 2 1 5 -1 8
a) (6 3 4} b)|]2 1 -1| ¢ 3 -11 -2 d|-12 3 4 5
3 2 -1 1 1 3 6 1 3 10 11 13

Realizamos operaciones elementales en las filas de las matrices, obteniendo matrices equivalentes, es
decir, con el mismo rango.

2 -1 0 2 -1 0
a) Rango de = Rango de =2.
6 -3 4 O 0 4

-1 0 1 -10 1 -1 0
b) Rango de -1 -Rangode O —3 1|=Rangode|0 -3 1 |=3.
0 -5 1 0 0 -2
-2 1 0 3 -2 10 3 -2 1 0 3
c) Rango de -1 1 —2|=Rangode| O 1 2 5 |=Rangode| O 1 2 5|=2
1 3 6 0 3 6 15 O 00O
2 1 5 -1 8 21 5 -1 8
d)Rangode|—1 2 3 4 5 |=Rangode|0 5 11 7 18|=
1 3 10 11 13 0O 515 23 18

215 -1 8
=Rangode |0 5 11 7 18(=3
0 0 4 16 O

30. a) Escribe cuatro matrices de dimension 2x4 que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 y 4. Razona tu
respuesta.

b) Escribe cuatro matrices de orden 4 que tengan, respectivamente, rango 1, 2, 3 y 4. Razona tu
respuesta.

En ambos casos existen multiples respuestas.

a) La matriz de dimension 2x4,

_ 1 1 1 1
- con rango 1 es, por ejemplo,

-2 -2 -2 -2
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1111
1 2 3 4

- con rango 2 es, por ejemplo, (

- con rango 3 0 4 no es posible construirlas.

a) Un ejemplo podria ser:

1 -1 2 -3 1 -1 2 -3
2 -2 4 -6 0O 5 0 2
-con rango 1: - con rango 2:
5 -5 10 -15 1 4 2 -1
10 -10 20 - 30 5 -5 10 -15
1 -1 2 -3 1 -1 2 -3
0 0 2 0O 5 0 2
- con rango 3: - con rango 4:
1 1 3 4 1 1 3 4
2 5 3 0O 5 5 3

31. Calcula el rango de las siguientes matrices segtin los valores del parametro a.

2 1 a 2a 1 1 1 6 10 1

a+2 a—-2
a) L 5 b)[1 1 a |2 a1l d|5 —a -1 2
0 a1 2 1 a 2 1 a 1

Las soluciones son:

a+2 a-2 1 2 1 2
a) Rango de =Rango de =Rango de
1 2 a+2 a-2 0 a+6

Sia=-6elrangoes1,ysia#-6elrangoes?2.

2 1 a 2 1 a 2 1 a
b)Rangode |1 1 a| =Rangode |0 1 a|=Rangode|0 1 a
0 al 0 al 0 0 a°-1
Siazlya#-1elrangoes3.
Sia=-1loa=1rangoes?2.
2a 1 1 2a 1 1 2a 1 1
c)Rangode| 2 a 1|=Rangode| 0 a?-1 a-1| =Rangode| 0 a*-1 a-1
2 1 a 0 a-1 1-a 0 0 a*+a-2
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Siaz-2ya#1lelrangoes3.
Sia=-2elrangoes 2.

Si a=1elrangoes 1.

1 6 10 1 1 6 10 1
d)Rangode |5 —a —1 2|=Rangode |0 30+ a 51 3=
2 1 a 1 0O 11 20-a 1
1 6 10 1 1 6 10 1
=Rangode |0 a+ 30 51 3 |=Rangode |0 a+ 30 51 3
0 0 a*+10a-39 3-a 0 0 (a-3(@a+13 3-a

Sia#3elrangoes 3.
Sia=3elrango es 2.

32. En un instituto hay alumnos de tres pueblos, A, B y C, distribuidos en cursos segun la matriz M. Una
empresa de transporte elabora dos rutas R; y R,. Los kildometros que recorria cada alumno se muestran
en la matriz N. Si el precio por alumno y kilémetro de 12 euros, expresa en forma de matriz lo que se
recaudaria por curso por cada itinerario.

P S T E
212 190 125 98) A

M=9 75 50 12|B N :(
24 26 12 8)C

A B C

8 24 46
9 32 20

Los kildmetros recorridos por cada grupo de alumnos en cada una de las dos rutas, R1 y Ry, es:

P S T E

212 190 125 98
8 24 46 5104 4516 2752 1440\ R,
N-M = 196 75 50 12 |=
9 32 20 5460 4630 2965 1426) R,
24 26 12 8

La recaudacién por curso en cada itinerario es:

P S T E
5104 4516 2752 1440) (61248 54192 33024 17280\R,
5460 4630 2965 1426) |65520 55560 35580 17112 R,

33. Entre cinco personas hay la siguiente relacidon de influencias: A influye sobre B; E sobre D; C, Dy E
influyen sobre A. Se pide:

a) Construye la matriz de influencias: M.

b) Halla la matriz de influencias de dos etapas: M2,

c) Interpreta la suma de las filas de M y de sus columnas.
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Dibujamos el grafo con las relaciones de influencias que se describen en el enunciado.

B

A g

E D

a) Teniendo en cuenta que los individuos de las filas influyen sobre los individuos de las columnas, como
puede verse en el grafo, la matriz de influencias es:

A B C

moO w >
P » O O
©O oo o
O oo oo
P O o oo U
O O oo o m

b) La matriz de influencias en dos etapas es M?:

M2 =

R R P O O
O o0 o o R
O 0O o o o
L O O O O
O O O o o
R R R O O
O 0O o o PR
O 0o o o o
kL O O O O
O 0O o o o
Il
r O O o o
B R R OO
O 0o o o o
O 0O o o o
O 0O o o o

El significado de los elementos que valen 1 es:
® a3, = 1: Cinfluye en B a través de A.
® a5, = 1: Dinfluye en B a través de A.
® as; = 1: Einfluye en A a través de D.
® as; = 1: E influye en B a través de A.

c)Lasumadelasfilases 1,0, 1, 1y 2, respectivamente.

Estos valores significan:

Fila Suma de lafila Significado

Primera 1 A influye en una persona, B

Segunda B no influye en nadie

Tercera Cinfluye en una persona A
Cuarta D influye en una persona, A
Quinta E influye en dos personas, Ay D

N R R O
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La suma de las columnas es 3, 1, 0, 1, O, respectivamente.

Estos valores significan:

Columna Suma de la columna Significado
Primera 3 A estd influenciado por 3 personas, C, Dy E
Segunda 1 B estd influenciado por una persona, A
Tercera 0 C no esta influenciado
Cuarta 1 D estd influenciado por una persona, E
Quinta 0 E honesta influenciado

34. Dibuja el grafo de cuatro vértices, cuya matriz asociada es la matriz M. Supdén 0110
que la matriz anterior determina los contagios directos de una determinada 100 1
enfermedad. Halla, calculando M? y M3, los contagios de segundo y tercer ordende M =
los elementos del grupo. 1100
0010
Dibujamos el grafo:
A > B
~atlh
D —m8 —» C
Calculamos M?:
0110 0110 2101
M2—1001 1001_0120
/1100|2100 [1111
0010 0010 1100

Los valores de los elementos de esta matriz muestran los contagios indirectos de segundo orden. Asi, por
ejemplo:
a1 = 2 indica que A se contagia a si mismo a través de B o C al existir los caminos A-B-A o A-C-A.

a1z = 1indica que A contagia a B a través de un tercero al existir el camino A-C-B.

Calculamos M3:
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B P ON
e
O r N O
O r O K
O r Fr O
O r O P
P O O B
O O r O
BN WP
P NNN
R N O W
B R R R

Los valores de los elementos de esta matriz muestran los contagios indirectos de tercer orden. Asi, por
ejemplo:
a1z = 2 indica que A contagia a B a través de otros dos individuos al existir los caminos A-C-A-B o A-B-A-B.

as; = 2 indica que C contagia a B a través de otros dos individuos al existir los caminos C-A-C-B o C-B-A-B.

35. Un investigador médico estudia la difusion de un virus en una
poblacion de 1000 cobayas de laboratorio. En cualquier semana,
hay una probabilidad del 80% de que un cobaya infectado venza al
virus y un 10% de que un cobaya no infectado quede infectado.
Actualmente, hay 100 cobayas infectados por el virus. ¢{Cudntos
estaran infectados la proxima semana? ¢Y dentro de dos semanas?
éSe estabilizara el nimero de cobayas infectados?

L

/
[

A

La matriz, P, de las probabilidades de transicién es:
Infectado No inf ectado

Infectado 0,20 0,10 _
No inf ectado | 0,80 090)

Estaran infectados la préxima semana:
0,20 0,10 100 110
P-X, = : = =X
0,80 0,90 900 890
Estaran infectados dentro de dos meses:
110 111
= = X2
(890) (889)

5 % o 0,20 010
' 1080 090
110) (111
= = X2
800) |889

0,20 010
De otra forma: P? - X, = ( ]

0,20 010
080 090/ {080 0,90
Calculamos el valor estacionario:

X
Sea X :( J,entonces:
y

0,20 010) (x X 0,20x + 0,10y = x
P Xy =Xy = : = = =
080 090) \y y 0,80x + 0,90x = y
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{— 0,80x + 0,10y = 0
= {y =8x

0,80x — 0,10y = 0

X = 889

Si x +y = 1000, entonces: .
y =111

36. Una residencia aloja a 200 estudiantes que estudian en una facultad de ciencias. Todos los que
estudian matematicas mas de una hora un dia las estudian menos de una hora al dia siguiente. Una
cuarta parte de los que estudian matematicas menos de una hora un dia las estudian mas de una hora al
dia siguiente. La mitad de los estudiantes han estudiado matematicas hoy mas de una hora. ¢ Cudntos las
estudiaran mds de una hora maifana? ¢Y pasado manana? ¢Y al tercer dia? ¢Cdmo evolucionan el
nimero de estudiantes de cada apartado con el paso del tiempo?

La matriz, P, de las probabilidades de transicién es:
+1lhora -1hora

+1hora({0 0,25 _p
—1lhorall 075

Y la matriz de estado, representando la poblacion actual en cada uno de los dos estados, es:

100
X, =
100
La matriz del dia siguiente es:

0 0,25 100 25
P-X,= . = = X,
1 0,75 100 175
La matriz del segundo dia es:

0 025 25 44
P-X, = ' = =X,
1 0,75 175 156
La matriz del tercer dia es:
0 0,25 44 39
P-X,= : = = X,
1 0,75 156 161
Calculamos el valor estacionario:

X
Sea X = (y}, entonces:
0 0,25) (x X 0,25y = x
P X=X = : = = =
1 0,75 y y X+ 0,75x =y

{— X+ 0,25y =0

=4X
X-025y=0 y
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X =40

Si x+y =200, entonces: .
y =160

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 38

1. Una factoria de muebles fabrica tres modelos de estanterias A, B y C, cada una de dos tamaiios, grande
y pequeio. Produce diariamente 1000 estanterias grandes y 8000 pequeiias de tipo A; 8000 grandes y
6000 pequeiias de tipo B, y 4000 grandes y 6000 pequeias de tipo C. Cada estanteria grande lleva 16
tornillos y 6 soportes, y cada estanteria pequeiia lleva 12 tornillos y 4 soportes, en cualquiera de los tres
modelos,

a) Representa esta informacion en dos matrices.

b) Halla una matriz que represente la cantidad de tornillos y de soportes necesarios para la produccién
diaria de cada uno de los seis modelos-tamafio de estanteria.

a) Las matrices son:

Tamarios Tornillos Soportes
Grande Pequefio Grande (16 6
A (1000 8000 Pequeiio \12 4

Modelos B | 8000 6000
C 14000 6000

b) La matriz que representa la cantidad de tornillos y de soportes necesarios para la produccion diaria de
cada uno de los seis modelos-tamafio de estanteria es el resultado del producto que sigue:

A B C
16 12) (1000 8000 4000) (112000 200000 136 000) Tornillos
6 4) |8000 6000 6000) (38000 72000 48000 ) Soportes

También se puede multiplicar la primera matriz del apartado a) por la segunda y obtenemos:
G P

A (1000 8000 16 6 112000 38000
B | 8000 6000 -(12 4) =| 200000 72000
C 14000 6000 136000 48000

2. Halla las matrices simétricas de orden 2 tales que A2 = A,

a b
Sea la matriz A = (b dj' debe cumplirse:
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a’+b*=a

a b) (a b a b a’+b*> Db(a+d) a b
: = = = = <b(a+d)=Db

b d b d b d b(a+d) b*+d? b d
b? +d?=d

a’+b*=a
Resolvemos el sistema: <b (a+d) =b

b?> +d?*=d
Los casos posibles son:

i)b=0,entoncesa=00a=1,yd=00d=1. Las matrices solucion son:

0O 0)(1 0Y(O O 10
0 0/lo o/lo 1)Yl0 1
ii)a=1-d, entonces b =+ /d — d? cond € [0, 1]. Las matrices solucién son:

B 42
[ 1-d + dd d ]conde[O,l].

+./d-d?
0O -1 -2 1 00
3. Dadas las matrices A=|-1 0 —-2|el =|0 1 0], determina, si es posible, un valor de k
1 1 3 0 01
para que la matriz (A - kl)? sea la matriz nula.
-k -1 -2
La matrizA-kles A—kl =| -1 -k -2
1 1 3-Kk
La matriz (A —kl)? es:
-k -1 -2 -k -1 -2 k? -1 2k -2 4k — 4
(A-k)?>=l-1 -k -2 |-|-1 -k -2 |=]| 2k-2 k? -1 4k — 4
1 1 3-K 1 1 3-Kk ~2k+2 —-2k+2 5-6k+k?

El valor que hace que la ultima matriz sea la matriz nulaes k = 1.

4. En una poblaciéon de 100 000 consumidores, 20 000 usan la marca A, 30 000 la marca B y 50 000
ninguna de ellas. En un mes, un usuario de A tiene una probabilidad del 20% de cambiar a la marca B, y
5% de pasar a no usar ninguna de ellas. Un usuario de B tiene una probabilidad del 15% de cambiar a la
marca A y 10% de no usar ninguna de ambas. Uno de los que no usa ninguna de las dos marcas tiene una
probabilidad del 10% de pasar a usar la marca A y un 10% de pasar a usar B. {Cudntos usuarios de cada
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clase habra el mes préximo? ¢Y dentro de dos meses? ¢Se estabilizaran los valores de los consumidores
de cada clase?

La matriz, P, que representa las probabilidades de transicién dadas es:
A B Ning.

A (075 015 010
B 0,20 0,75 010|=P

Ning. { 0,05 010 0,80

Y la matriz de estado, representando la poblacion actual en cada uno de los tres estados, es:

20000
X, =| 30000
50000

La matriz de estado del préoximo mes:

0,75 015 010) (20000 24500
P-X,=/020 075 010 |-| 30000 |=| 31500
0,05 010 0,80) |\50000 44000

Il
X

La matriz de estado del segundo mes:

0,75 015 010) (24500 27500
P-X,=/020 0,75 010 |-| 31500 |=|32925|= X,
0,05 010 080) |44000 39575

X
Hallamos el valor estacionario. Sea X =| Y |. Se cumplira: P - X, = X, entonces:
Y4
0,75 015 010) (x X 0,75x + 015y + 0,10z = x
020 0,75 010|-|y|=|Yy| = ¢020x+ 0,75y + 010z=y =
005 010 080) (z z 0,05x + 010y + 0,80z =z
- 0,25x + 015y + 010z =0 X = EZ
- 0,25x + 015y = - 0,10z 13
= 70,20x - 0,25y + 010z=0 = =
0,20x - 0,25y = - 0,10z 18
0,05x + 010y - 0,20z =0 y = 3 z

Como x +y +z =100 000, se tiene como solucion:

34040
X, =| 38300
27660
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0 1 1 00
5. Prueba que A2— A -2l =0,siendo A=|1 0 1| e |l =0 1 O]. Calcula A" ! utilizando la
110 0 01
igualdad anterior o de cualquier otra forma.
Calculamos A2 — A — 21 y obtenemos:
011 011 1 00
A>-A-2=(1 0 1|-/1 0 1|-2-|0 1 0|=
110 1 10 0 01
2 11 011 2 00 00O
=12 1/-/1 0 1|-|0 2 0|=|0 0 O
112 110 0 0 2 00O
De la expresién A2— A — 21 =0, operando se obtiene:
1 1 1 1 1 1
A-A-21=0 A -ZA-1=0 AN -ZA=1 o A|ZA-Z1]|=I
2 2 2 2 2 2
La matriz inversasees A" ! = EA—ll .
2 2
2111
011 100 2 2 2
Por tanto, A—1=(EA_£|J=1. 10 1 _1 0 1 0= i 11
2 2 2 2 2 2 2
110 0 01 1 1 1
2 2 2

0

J yJ= (O Oj . Si M es una matriz de la forma M = al + bJ, siendoay b

6. Sean las matrices | = (

numeros reales, se pide:
a) Calcula M?y M2,

b) Calcula M", siendo n un nimero natural.

a b
La matriz M = al + bJ adopta la expresién M = [0 J
a

a) Las potencias cuadrada y cubica son:

N
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M= MZ.M - a® 2ab) (a b _ a® 3a’b
0 a? 0 a o at

b) Para encontrar la expresidon de M", con n natural, calculamos nuevas potencias:

M= M3 M = a’ 3a’d) (a b} _(a' 4a®
0o a 0 a 0 a*

MS:M4-M=a4 4a’b) (a b:a5 5a‘b
o a* 0 a 0 a°
a" na”‘le

Por tanto, M", con n natural, tiene la expresién: M " = [ 0 .
a

La demostracion de esta ultima expresién puede efectuarse por el método de induccion.

7.LamatrizM = ( jes distinta de la matriz nula. ¢Es inversible? En caso afirmativo, halla M.

-b a

Calculamos la posible matriz inversa por el método de Gauss-Jordan, obteniendo:

a b 10 a b 10 a b 1 0
= =10 1 b a =

2 2
-b a 01 0 a“+b° b a a2 +b2 a’+b’
2 _
a0 a -b 10 2a : : b2
- az+b* a?+b? N a’+b?> a*+b
0 1 b a 01 b a
a’ +b?> a?+b? a?+b* a’+b?

La matriz M siempre es inversible, ya que a y b no pueden ser 0 simultdneamente, entonces a* + b? z 0.

a b
2 2 2 2
. _ a“+b a‘+b
La matrizinversade Mes M ! = b a

a’+b*> a’*+b?

8. Si Ay B son dos matrices diagonales de orden 2, demuestra que A - B = B - A. Halla todas las matrices
diagonales Atalesque A-A=1.

0 0
Sean las matrices A = % yB= by .
0 a, 0 b,
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Los productos de ambas son:
A_Bzalo_blozaiblozblo_ai(?:B_A
0 a, 0 b, 0 a)b, 0 b, 0 a,

0
Sea A= (ai una matriz diagonal cualquiera. La condicion A - A = | nos conduce al sistema:
a
2

0 2 2 _ -+
a _a10=10<:>310=10<:>a11c>a11
0 a, 0 a, 01 0 a 01 aZ =1 a,=z*1
Las matrices diagonales buscadas son:
1 0y(1 O -1 0 -1 0
o 1/{o —1/{o 17l o -1/
1 1 2 0

9. Estudia seguin los valores de m el rango de la matriz | 1 m 3 1

2 m+1 5 m+1

La solucién queda:

1 1 2 0 1 1 2 0
Rangode |1 m 3 1 |=Rangode|0 m-1 1 1 |=
2 m+1 5 m+1 0 m-11 m+1
1 1 2 0
= Rangode |0 m-1 1 1
0O 0 Om

Por tanto, sim =0 el rango es 2 y para todos los demas valores de m el rango es 3.
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Un estudio sobre el empleo

El 75% de la poblacién laboral de una Comunidad Auténoma tiene trabajo y el resto estd en paro. Se
prevé que cada afio se destruiran un 10% de los empleos, por lo que el gobierno emprende un programa

de reactivacion econémica con el que promete emplear anualmente al 20% de los parados.

a) Cumpliéndose la prevision, ésera mejor o peor la situacién al afo siguiente? ¢ Qué sucederia al cabo de
dos afos?

b) Si las condiciones se mantienen, calcula la evolucién del empleo en los préximos diez afos.
c) Si las cifras iniciales fuesen de un 60% de empleo y un 40% de paro, écdmo evolucionaria la situacion?

d) Si cada afio el 20% de los que tienen empleo pasan al paro, y el 30% de los parados encuentran
empleo, forma la matriz de transicion y estudia como evolucionaria.

e) Si el 12% de la poblacion laboral esta en paro y se destruyen cada afio un 5% de los empleos, ¢hacia

qué situacion se evolucionaria empleando anualmente al 10% de los parados? ¢Cudl deberia ser el plan
de empleo para que el paro no alcanzase el 25%?

a) La situacidén del enunciado puede expresarse en la forma:
09 0,2 75 72,5
P-X, = : = = X,
01 08 25 275

Observamos que se produce un descenso del empleo.

Lo que ocurre al cabo de dos afios es:

09 0,2 72,5 70,75
P-X, = . = =X,
01 08 275 29,25
De otra forma:

02y _ 09 02) (09 02) (75) (083 034) (75) (70,75 .
° lo1 08) \o1 08) (25) 017 066) (25) |2925) "2

El empleo vuelve a descender por segundo afio consecutivo.
Es el momento de hacer conjetura y confirmarlas o refutarlas.

b) Encontraremos como resultados:

o5 % _ 078 044) (75) (695 -
° 1022 056) |25) (305, G

a1
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4 0,75 051 75 68,7
P*-X, = . = =X,
0,25 0,49 25 313
75 68,1
= = X5
25 319
75 66,9
= = Xy
25 331
Se observa el cardcter estacionario de la situacidn. Calculamos, por ejemplo, dentro de 20 afios.

om y 066 066) (75) (66,67 -
o 25) (3333) %

0,33 0,33
Se debe observar que el cardcter estacionario reside en la matriz, y no en las cifras iniciales de empleo, Xo.

: 0,72 055
PS5 . X, = :
028 0,45

oo _ (068 0,65]
=

032 035)

Se observa, ademas que las dos columnas de la matriz tienden a igualarse, o sea: el resultado final, al
cabo de cierto niumero de pasos, no depende de la situacion inicial.

Se encontraria al cabo de 10y 20 afios:
X 66,8 X 66,67
0= |332) ¥ 72 7| 3333
El acercamiento progresivo al valor de estabilizacion se realiza con mayor o menor rapidez segun el
estado de partida.
¢Y si cambiamos los valores de la matriz?

c) En este caso los resultados son:

08 03) _, (07 045 o (0600 0599
P= , P? = oy PP =
02 07 03 055 0,399 0,400

d) Resolvemos el sistema matricial P - Xest = Xest.

09 02) (x X 0,9x + 0,2y = X -01x+02y=0
S A S R [N =N = {~01x+02y=0
01 08) \y y 0lx+ 08y =y 0lx-02y=0

La ecuacion anterior junto con x + y = 100, nos da la solucion: x = 66,67 e y = 33,33.

0,95 010 88
e) En este caso las matrices son: P = y X, = .
0,05 0,90 12
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La evolucién de la situacién puede expresarse en la forma:
0,95 010 88 85
P-X,= : = =X
0,05 0,90 12 15

Observamos que se produce un descenso del empleo.

Pueden calcularse los valores del empleo en los afios sucesivos, aunque vemos si esta situacion presenta un
cardcter estacionario.

095 010
0,05 0,90

Obtenemos el mismo resultado que en la situacién anterior.

0,95x + 0,10y = x

X X -0,05x + 010y =0 X = 66,67
= = <005x+ 090y =y = « 100 = 3333
+ = = )
y y X+ y =100 y y

a b
Sea la matriz , veamos la relacién entre a y b para que el paro no alcance el 25%.
(1— a 1- b)
a b X X ax+ by = x (@-Dx+by=0
— + —
. = = l-ax+@QL-by=y = y =
l-a 1-b) \y y X+ y=100
X+ y =100
L X = 100b
y=""2x b+l-a
= 100(1 - a)
X+ y =100 y=—"-"7--—7-
b+l1-a

1000-3)

Para que el paro no alcance el 25% se cumplira:
b+1-a

Operando en la desigualdad se obtiene: b > 3 —3a.
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