Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Suma de niumeros complejos (pdgina 127)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que la suma de
numeros complejos puede representarse y obtenerse geométri-
camente, como la de los vectores, mediante la regla del paralelo-
gramo.

Moviendo los deslizadores se pueden mostrar en la pizarra digi-
tal distintas sumas segun las partes real e imaginaria de los nii-
meros complejos sean positivas o negativas. También puede ser
utilizado por los alumnos para comprobar sus resultados al hacer
los ejercicios de suma de nimeros complejos.

Potencias de i (pagina 128)

En el archivo de GeoGebra se pueden ver las representaciones
gréficas de las sucesivas potencias de i para comprobar que los
resultados van ocupando puntos sucesivos en cada eje segun el
giro de 90° producido por la cada patencia.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital esta propiedad
de las potencias de / o para que los alumnos puedan comprobar
esta relacion por si mismos.

Opuesto y conjugado de un nimero complejo (pagina 131)
En el archive de GeoGebra se pueden comprobar las relaciones

de simetria que se verifican entre las representaciones graficas
de un niimero complejo, su opuesto y su conjugado.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las simetrias en-
tre los nimeros complejos o para que los alumnos puedan des-
cubrir estas simetrias por si mismas.

Resolucion de ecuaciones (pagina 139)

En el video se muestra paso a paso como resolver la ecuacién del
ejercicio resuelto, calculando las raices cuartas de —1.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-

solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mas tarde,

Actividades (paginas 124/134)

Calcula las soluciones de las ecuaciones en el conjunto C.
a) X +16=0
b) X +8x+25=0
c)x'-37¢-4=0

a) ¥ +16=0=x=+\V—16= +4;
X, =4I, x;=—4i
b}x]+8x+25=0=:x=w= —4 %3
X =—4+3} x,=—4-3i
¢) x*' — 3x" — 4 = 0 Si realizamos el cambio x* = t:
Obtenemos la ecuacion de segundo grado
F-3t—4=0=t=4yt=—1
Deshaciendo el cambio, se tiene:

X1=2, X1=—2, X3=ir X.= "f.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Calcula los valores de las potencias siguientes.
a) i’
b)
c)

a) Dividimos 19 entre 4 y obtenemos de resto 3; por tanto,
MP=f=—
b) Dividimos 29 entre 4 y obtenemos de resto 1; por tanto,

:‘29

¢} Dividimos 56 entre 4 y obtenemos de resto 0; por tanto,
56 Fil
r=i=1

=i'=i

Dados los niimeros complejosz=3 = 2iy w =4 + i, calcula.

a)z+w fl -z
bz w g) —w
c) z/w hlz
d)/z i) @
e) 1w iz'w

alz+o=3-20+@A+N=7—i
blz-o=3-21-4+0=12+3I—8i+2=14—5i

gZ_3-2_3-2 a-i_10 M.
W 4+ 44+ 4-i 17 17
ple V3t 3o 5.3,
z 3-21 3421 13 13 13
11 4—i _4-i_4 1,
S R B
f) —z=-3+2j
g) ~w=—-4-—|
hET=3+2
D o=4-j

JZ wo=03+20-8+0)=12+3/+8—-2=10+11}
B calcula.

a) (2-20)°

b) (3 —4iy

a)2-2=2—-2-(2—-2)-(2 = 2)* = —8i-(—8i) -
- (—8i) = 512i

b) (34 =3 -4 -(3-4i)=(-7-24) - (3 — 4i) =
==21—-72i+28i—96 = =117 — 44i
Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a)—-3+2i
b) —ai
¢) 5 (cos 20° — i sen 207)
d) La unidad imaginaria positiva.

a) =3 +2i=m=V(-3P+2*=Vi3tga ﬂ~_33-
= a = 1463099 =

b) —4i = 4,

¢} 5(cos 20° — isen 20°) = 5(cos (—=20° + isen (—20°) =

=530 = 530
d)i= g

@ Expresa el nimero complejo 3 (cos 150° + i sen 150°) en
forma binémica.

131463

Sustituyendo sen 150° y cos 150° por su valor se obtiene:

' V3 3
3(cos 150° + isen 150%) = ——2—+3;

5. NOmeros complejos m



Calcula el opuesto y el conjugado de los siguientes nidme-

ros complejos, expresandolos en forma polar.

1
a)z=1-V3i b) z= 7 (€05 200°+i5en 200°) €) z=4_5
Expresamos en primer lugar los nimeros complejos en forma

polar:
a)z=1-\3i=2p =7 =24 ~2= 2

b)z= 1 (cos 200° + i sen 200°) = (l
2 2 Jaoo

(o3

€) 2=4_ (5= 835 27 =4y, —Z= 4ys

Dados los nimeros complejos z = 3,.. y w = 4,,, calcula:
alz+w ¢) z/w e) lw g) —w
b)z:w d) 1/z f) —z h)z

a) Para sumar los dos nameros complejos en forma polar es
preciso, en primer lugar, expresarlos en forma bindmica:

z=3;.=3(cos75° +isen75%) = 0,78 + 2,90

w = 4yq. = 4 (cos 20° + j sen 20°) = 3,76 + 1,37i

z+ w = (0,78 + 2,900) + (3,76 + 1,37)) = 4,54 + 4,27i
b)z-w=3;. 4= 124

€) = =3/ = (3)
6] 5"
5
3 Jamse

4 /s
(]
4 [

1 _1e _(1
) 2-3}5. (3)—-?5'

1 1o 1
wieiieg),
fl =2=3 0 = 355
g) —w =40, 15 = dagor
h)Z =3 ;4= 35

Calcula la potencia cuarta del nimero complejo 3 — 3i,
expresandolo previamente en forma polar.

3-3ism=V3+ (-3 =V181qe 5%3=>a=315°
B3-3)' = (\ﬁ-éms')‘ = 324450

Calcula (=4 + 2i)?, expresindolo en forma polar.
2
—4+2imm=V(-4 +2=V0itga=—
= a=15343"
5
4+ 2‘15 o (\@153.43') = (300\/5)&7.1}-

Calcula las raices clibicas del nimero complejo 8 — 8i.

Expresamos, en primer lugar, el nimero 8 — 8i en forma polar:

-8
8—8i=m=V8 +(-8f=V128tgua= T-m—;a = 315%
8 — Bi = V1285

El médulo de las raices ciibicas de 8 — 8i sera:

Y28 = V128 =2V2

Y sus argumentos:
315°
= = 105°
oty 3
315° + 360°
= =225
oty 3
315° + 720°
iy s T 345°

Las tres raices ctibicas de 8 — 8ison:

5 6 6
2V 2050 2V 2357 2\/5;45'

m Trigonometria y nUmeros complejos

[B cCalcula las raices quintas de 32.
El ndmero 32 en forma polar es 32,..
El madulo de las rafces quintas de 32 es \5@3 =2,
¥ sus argumentos:

"o 0" +1080° __
SRS o, = —=

=g 4 5

° + 360° 0° + 1440°
et O i D VO i

5 5

0° + 720°

o= = 144

Las raices quintas de 32 son: 25, 275, 2y 221600 2oss

Ejercicios y problemas (paginas 140/142)

Ndmeros imaginarios. Forma binémica. Representacion
grafica

Il Representa graficamente estos nimeros complejos e indi-
ca cuéles son imaginarios puros y cudles reales.

3 -4}, -7, -V3,V=3,-1—i -1 +:,%—~;—:,3

Imaginarios puros: —7i y \/ —3; Reales: -3 v3
) SIS RS A S DR e N A [

Escribe los conjugados y los opuestos de:

Tie
3—i, 2+4i, =5 ———i
I, 1, I, 2 3!
. ; P W :
Conjugados: 3 +i, 2 — 4i, 5i, 5 i —?;-r, respectivamente.

; s BN :
Opuestos; —3 + i, —2 — 4i, 5i, 3 + ?’ respectivamente.

Representa graficamente el conjugado y el opuesto de los
siguientes nimeros complejos.
a)z=—4+3i c)z=4 elz=3—4i
b)z=-7i djz=-1-2i flz=0




{Qué tienen en comtn los nimeros complejos de afijos
{41 0:': {_41 o}: (Oi 4] y {OJ _4]’ iPOI QUé?

Estdn situados sobre los ejes de coordenadas a igual distan-
cia del origen. Su médulo vale 4.

Resuelve las siguientes ecuaciones,

a) ¥ +36=0 €l xX=27=0

b) ¥ -36=0 d) X' —4x+5=0

¢A qué campo numérico pertenecen las soluciones?

a) ¥ +36=0= x=*\ —36 = x= +6i, las dos soluciones
son imaginarias.

b) ¥-36=0=x=1%
reales.

36 = x = %6, las dos soluciones son

3
¢) ¥ —27=0= x=Y\27=3, que es una solucién real, pero
en el campo de los complejos esta ecuacién tiene tres
soluciones, que son:

X =27y

30——
\/‘_
\I'{Z?Q- 311&‘— __g_+ 3_f
3 3\/_

_-_‘—i

3
wr =T

4+V-4
2

d) ¥ —4x+5=0=x= =2+

Por tanto, sus dos soluciones son complejas.

Resuelve la ecuacién x* — 2x + 10 = 0 y comprueba que las
raices obtenidas la verifican,

De forma anéloga al Gltimo apartado del ejercicio anterior:

2+ V=36

—y
2

Sus dos soluciones son complejas.

X —2+10=0 =x= x=1+3i

Para comprobar que, efectivamente, son soluciones de la
ecuacién sustituimos:

(14307 =2-1+3)+10=1+6i
(1=3iP—

—9—-2-6i+10=0
2:-(1-3N+10=1-6i—-9—-2+6i+10=0
Determina las soluciones, en el campo de los nimeros
complejos, de las siguientes ecuaciones.

a) ¥ +1=0 o X¥—4x+29=0
b)x'-81=0 d)xX =58 +4x—-20=0

A ¥ +1=0=x=+V-1==

b}x‘ B1=0=x"—81=0("+90—9=x, =3

=3, x;=3%x,=-3
-+ b - .
dxz"-4x+29={)=,x=4—”16 116 _ 410
2 2
=x=2+5x=2~5

d) @ —5¢+4x—20=0
Primero aplicando Ruffini tenemos:

1 =h 4 20
5 5 0 20
1 0 4 1]

El polinomio dado lo podemos factorizar:
X =5 +4x — 20 = (x — 5)0¢ + 4)
La soluciones de la ecuacién polinémica dada son:

X =5x,=—2ix3=2

Operaciones con niimeros complejos en forma bindmica

Efectuia las siguientes sumas en forma bindmica.
a) (=2 +3i)+(7—4i)

1 d 3 .
b)(3-31)+(2 -1
o (V2+V5i)+(V2-5V5i)
a) 5—i
b) 2—4i
o 2V2-4V/5i
Calcula los siguientes productos.

a) 2+3i)-3-5) o (V3+i)-(V3-i)

1
w(;-;)-(%n:) d) (V2 +V2i)
a) 21 —i
19 1
__+.._..'
b) s t7
c) 4
d) 4i
Efectda las siguientes operaciones.
a) (3=2i)-(3+i)—(1-=2i)-(4+2i)
4—=2j
b +(2-2i
) st
a) 3+ 3i
28 _4,
13 13
Realiza las siguientes operaciones.
al [(3—2)-3+i)—(1—=2i}-(1+2] (5 +4i)
2
b
’3—:‘
Va4i
c) >
d}1+ﬁ,
]
a) 42 + 9i
3 1.
b}g ?f
o —-1+V2i
d)V5—i
D t S N dea + bi
emuestraquees 55 — —5_zielinversodea + bi.
1 1 a=bi_a-bi _a b .
a+bi a+bi a-bi a+b d+b ad+b
3 2i 2+ 3i
CaEcuIa.zui+2+f 142
3 2:' 243 2+4i B-—i 10-12i
] = —3]+ e =
i 2+.- 1+2i 5 5 5

Dados los niimeros complejos 3 — biy a + 2j, calculaay b
para que su producto sea 7 + 4i.

(B3—-bifa+2i)=7+4i=3a+6i—abi+2b=7+4i
3a+2b=7

= 6—ab=4—>a=%

Sustituyendo tenemos:

E+2b=7==-2b1—7b+6=o=:.[ S ———

b b=3R=a=4/3

5. NUmeros complejos m



[H calcula.
1+ (2+0-(1 —2if
gy e =2
ﬁ)n_az ) 2—i
7 24
& b =i
a) —1 5 5!
[ calcula.
ai®  B)i* Qi A e Hi?
a) i®=i
b}fmﬁ:i
g i =i?=—1
d)i®=i"=1
1 1 =i
L T
1
f B o sk
j‘ ,:1 =9 L
6+ mi
Determina el valor de m para que el cociente ———= sea
iguala 1+ 5i.
6+mi_6+mi 1+i 6+6i+mi—m _
T=i =~ T%i 2
i 6-m=2=m=4
=BT L mf=‘!+5i=='{
3 6+m=10=>m=4

[B Determina el valor de a para que (a — 5i)" sea un nimero
imaginario puro.
(a— 50 =a"—10ai— 25
Para que sea imaginario puro la parte real @ — 25 = 0
=a=5a=-5

B Halla b para que el producto (3 + bi)(3 — 5i) sea:
a) Un nimero real.
b) Un namero imaginario puro.
(3-+bi)(3—50)=9— 15+ 3bi + 5b
a) Paraqueseareal: =15+ 3b=0=b=5
b) Para que sea imaginario puro: 9 + 56 =0=b = —9/5

4= ki
FI] Halla el valor de k para que el nimero ( = ;) +i*® sea ima-
ginario puro.

4—ki o
Si "3T:, - *% es imaginario puro, su parte real debe ser nula.
i = = —, por lo tanto, si operamas:
4=k o 3=i —3k=4+ k1)
3+ 3—i 10

—3k"4:ﬂ=&k=T4

3 i
Calcula el valor de x para que el complejo - ——-:

a) Sea imaginario puro.
b) Sea un nimero real.
c) Tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante.
3—-2xi 4—37 12—6x+(—8x—9)i
4+3i 4-3 25
a) Si ha de ser imaginario puro, su parte real debe ser nula:
12—-6x=0=x=2
b) Si ha de ser real, su parte imaginaria debe ser nula:
—-8x—9=0= x=-9/8
¢) Si su afijo debe estar en la bisectriz del primer cuadrante,
deben ser iguales la parte real y la imaginaria:
12—6x=—8x—9 =x=—-21/2

€9 Trigonometria y nomeros complejos

x+i
Calcula el cociente =

= y determina el valor de x para que

el médulo del complejo resultante sea Va.
Operando se obtiene:
x+i 2—i Ix+1 2=x,
T = il I
2l 2=l 5 5
Si el médulo debe valer V2, tenemos:

- (BT

5 5

5745
2=
25

2—-(1+x)i i i
—J:—f.ﬂi es real. Calcula x y obtén el niimero.
Operando se obtiene:

2-(1+xi 1+xi 2+ +xx+@x—1-x)i
i 1+x?

=5 —45=0, x=+*3

El niimero

1=xi  1+x
Siesreal:2x—1—-x=0=x=1

2-2f 201 -
i_201 -0,

=1 1—i

Sustituyendo: n =

Calcula el nimero real @ para que el nimero complejo

3—2ai
z= ; esté situado en |a bisectriz del primer cuadrante.

Para que un namero complejo tenga su afijo en la bisectriz
del primer cuadrante, sus partes reales e imaginarias deberdn
coincidir:

3—2ai 4+3i (12+6a)+(9+8a)i

4-3 4+30 25
=124+60=9-8a=14a=-3=a=-3/14

Forma polar de un nimero complejo

;El producto de dos nimeros complejos es real?
a) Si son conjugados, si.
b) 5i son opuestos, si.

¢) El producto de dos niimeros complejos nunca puede ser
un nimero real.

Indica y razona la respuesta correcta,
a) Si son conjugados, si, ya que m, -m_, = m’,, que es un
ndmero real.

Si dos numeros complejos tienen el mismo afijo:
a) Tienen el mismo argumento.
b) Tienen modulos proporcionales.
¢) Su cociente tiene como maédulo 1.
Indica y razona la afirmacién correcta.
Todas las respuestas son correctas.

{Qué tipo de gréfica forman los afijos de los niimeros com-
plejos que tienen el mismo argumento?
Forman una semirrecta con origen en el (0, 0) y pendiente la
tangente del argumento de los complejos,

(Se puede decir que un nimero complejo es real si su argu-
mento es 7?7
Si su argumento es 7 el ndmero complejo esta situado sobre
el eje real, en el semieje negativo.

FEl Siz = m,, ;qué relacién tienen con z los niimeros comple-
josm, e ym._?

—Z=Myspery Z=M,



{Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y
el de su conjugado? ;Y con el de su opuesto?

El argumento del conjugado es el mismo cambiado de signo
y el del opuesto difiere en 180°,

Calcula el médulo y el argumento de los siguientes nime-
ros complejos, representandolos previamente:

a)2-12i c) 2i e) —2i g) -2+ 2i
b)2+2i d) —2-2i f) 2 h) -2
T ok
R T— Il |, —l = e e e o
4 1A -
T2t
] ] |
S R S T R 2 e e G
|| | >
5 -|1 0 1 |2 R
| - | .
I B e S L O N 212 =
S .
S [ N L 0 . )
[ ] | '
l B S NN SN UG S [N (A S —

2
= = 315° puesto que su afijo estd en el cuarto cuadrante,

(2\/_)315 (2\/-:]?@:

2
blz=2+2i = m=2Vitgu=(—i)=1

a}z=2—2i=>m=\/§=2\6,tg{x=(_—2)={—1}

m r . -
= a=45°=— rad, puesto que su afijo esta en el primer

cuadrante.
= (2\'6)45' = (2@11-;4

c) z= 25=:Hr:'1=2,icu=9\t'J°=—;£rad::-z=29.,-=2,,,rz

d)z=-2-2i=m= z\/i,a=2zs==f’41 rad
= (2\@225- it (2@571:4

3
e) z=—2f==m=2,a=2?0°=7“rad=sz= 20 = 240n

fl z=2om=2,a=0"=0rad=z=2,.=2,
2
gr.lz=—2+2i=>m=2\/3.tga=72-= -1

= a = 135° puesto que su afijo estd en el segundo cua-

drante.
= (2\/-)135 = (2\/_:]3«;4

h)z=-2=m=2,a=180"=7wrad = z=2,,=2_

Expresa en forma polar y trigonométrica los siguientes
complejos.

a) —2V/2-2\/2i
b) 4i

¢ 4—a4\/3i

d) 3 +3i

: 5 5
a)z=-2\2-2 2.=4m=4(cos~;— +FsenTW)

b}z=4i=4m=4(cos%+1'sen%)

c) z=4—4\/_.- B —B(cnssT+:5ensT1T)

d)z=3+3i =(3\/§)m,. =3\2 (cosg +isen§)

Expresa en forma bindmica estos complejos.

a) 33 d) 8=
B 3
b)1z e)3x
5 3
c)2._
m . 3w\ 3Va 3V2
al 35 —3(CC‘ST +ISEnT) = —T +T[
= Vi 1
b) 1. = cos +rseng i

€) 2.=2cosw+isenmw) =—

4 L
d) 8, = a(cos = +isen —;—r—) =—4-4\3

e) 3, =—— +—=j
) 3e 2 2

Expresa en forma binémica los siguientes nimeros com-

plejos.
5 S5
2(cos —+isen —
a) (cos 3 isen 3 )
Iw
b) 3\/_ (cos —+isen T)
c) 3(cos3+isen3)

a) 2((05%” +Isenvf;—w)=1 -\3i

b) 3\/5(.:05%“ +isen -341) =—3+3

c) 3(cos3 +isen3)=—2,97 +0,42i

Representa grificamente estos niimeros complejos.

a)3-2i

b)4+2i

c) -1-3i

d) —4—i

e) 4,

fj 32'"1‘

g) 2 (cos 150° + i sen 1507)
h) 2 (cos 45° — i sen 45°)

—ree —r—

[T T T T THTT T T]
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S I ) S s |
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N 2 3 4 5

"® 2 (cos 45° — i sen 45%) = 2,

5. Nomeros complejos @
























