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Actividades

1.

Le resto nueve unidades a un niimero y me da lo mismo
que si lo divido por 3. ;:De qué niimero se trata?

x—9:§=>x=13,25

Disponemos de una cuba llena de vino y de dos recipientes
con capacidad de 8 y 5 litros. ;Qué tienes que hacer para
medir dos litros de vino? (Puedes traspasar vino de un reci-
piente a otro y emplear la cuba para vaciar o coger vino).

Recipientes

Cuba, x litros  De 8 litros  De 5 litros
Paso 1 =15 0 5
Paso 2 x—5 5 0
Paso 3 x—10 5 5
Paso 4 x—10 8 2

Con cuatro cuartos, unidos y ligados por las cuatro opera-
ciones elementales, pueden obtenerse los niimeros natu-
rales del O al 9. Por ejemplo:

0—4—4+4—4;
Obtén los demas.

1~ (4-+4)/(4-+4)

2=4/h+ 4/4 3=(4+4+4)/4

4=(4—4)/4+4 5=(4- 4+ 4)/4

6="4+ (4+4)/4 T=b+4—4/4
+4 9=4+4+ (4/4)

Rz

Se reparte cierta cantidad de dinero entre varias personas
del siguiente modo: a la primera se le da 1/4 del dinero
inicial; a la seqgunda, 1/4 de lo que resta mas 1000€; a
la tercera, 1/4 de lo que queda mas 2000€; y asi sucesi-
vamente. Al final, todos han recibido la misma cantidad.
¢Cuanto dinero recibe cada persona y cuantas son?

1
—x=1000+l/x—lx\ = x=16000
4 A

Cada persona recibe 4000€. Hay cuatro personas.

Problemas propuestos

Tipo I: Problemas de prueba-ensayo y de recurrencia

1.

¢Cuantas cerillas se necesitan para formar una cadena de
30 triangulos como se indica en la siguiente figura?

A A AN
NL NN

A A
Fig. 1.1.

Para el primer tridangulo necesitamos 3 cerillas. Para cada uno
de los siguientes, 2 cerillas mas.
Por tanto, se necesitan: 3 +29-2 =61 cerillas.

Divide cada una de las siguientes figuras en cuatro figuritas
semejantes a la inicial. Te damos la solucién de una de ellas.

/

=zl

Observa las siguientes igualdades:

Fig. 1.2.

Fig. 1.3.

1=1
1+3=4
1+3+5=9

1+3+5+7=16

a) ¢Sabrias decir el resultado de la suma de los diez pri-
meros nlimeros impares?

b) ¢Y el resultadode 1+3+5+7+...+75+79?

a) 1+3+5+7+...+19=102=100.
Puede observarse que la suma de los n primeros nimeros
impares vale n.
Nota: Esta cuestion podria proponerse para demostrarla por
el método de induccion.

b) 1+3+5+7+...+75+79=402=1600.

¢Qué cifra corresponde a cada raya para que sea correcto
el producto?

___4__ xXx7=6743 _56

La dltima cifra del primer factor tiene que ser 8, pues es la
Gnica que multiplicada por 7 acaba en 6.

Se tiene: __4_8X7=6743_56

Los sucesivos pasos son:

___408X7=6743 _56 — _ __408X7=06743856
Ahora, basta con dividir 6743856 entre 7. Se obtiene
963408.

Vuelve a leer el Ejemplo 2° de la seccion 1.3. Contesta a la
pregunta que se hizo: ;como es C?

Si A es bueno, como dice la verdad = B es bueno > A=(=
= (es bueno.

Si A es malo, como dice la mentira = Bes malo = A# (=
= ( es bueno.

En cualquier caso, C es bueno.

¢En qué ndmero termina 2%? A partir del resultado halla-
do, indica en qué ndmero termina 283y 2185,

Las terminaciones posibles son 2, 4, 8y 6.
2t > 2 25— 32 24+l 2



2254 25 > 64 2int2 5 4
22— 8 27 — 128 240+ 5 8
24— 16 28 — 256 24— 6
Luego:

2% termina en 6.
2183 =24 4*3 termina en 8.
218 =2446%1 termina en 2.

En un viejo papel hemos encontrado la siguiente nota de
una venta realizada. Dice asi:

72 pollos, a _ _ pesetas el pollo=_19_ pesetas.

Las rayas indican nimeros que se han borrado.

¢A como estaria el pollo en aquellos tiempos?

Como 72 es miltiplo de 9 y de 2, el resultado del producto
debe ser maltiplo de 9 y par. En consecuencia, sus cifras de-
ben sumar 9, 18 o 27.

Terminando el nimero en cifra par, tenemos las siguientes

posibilidades:

190, _192, _194, _196, _198
Y para que sea multiplo de 9:

8190, 6192, 4194, 2196, 9198

De estos nameros, el (nico divisible por 72 es 6192 —
6192 =72-86.
El precio del pollo era de 86 pts.

Supén que tienes 9 bolas de igual aspecto y tamaiio. Sélo
hay un inconveniente: una de ellas tiene un peso ligera-
mente distinto de las demas; en compensacion dispones de
una balanza de platillos. ;Qué nimero minimo de pesadas
necesitas hacer para averiguar cual es la bola distinta?

Este es un viejo y conocidisimo problema. Lo mas importante
de él es el método, la estrategia; y que pone de manifiesto la
fuerza de la logica.

En estos problemas no se trata de acertar por suerte; si asi
fuese, en 1 de cada 9 casos acertariamos por puro azar. Se
trata de que el método funcione siempre, sea cual sea nuestra
suerte.

Dicho esto, analiza: ;qué datos tengo?; ;qué sé con certeza?
Tienes 9 bolas: 8 iguales y 1 distinta; pero sélo 1 distinta.
Tienes, ademads, una balanza que puede servir para comparar
el peso de las bolas. A partir de aqui necesitas una estrategia.
Tienes varias opciones:

Primera: Comparar las bolas una a una. Si la balanza queda en
equilibrio las bolas son iguales; si se inclina, alguna de esas dos
bolas es distinta, pero no sabes cual de ellas es la «mala». Con
esta estrategia, en el peor de los casos, puedes necesitar hasta
5 pesadas, que serian:

I II III v

— G =

Fig. 1.4.

En las pesadas I, IT y IIT sabes que todas las bolas son bue-
nas. En la IV, alguna de las dos es la distinta. Si la balanza se
inclina como indicamos haremos otra pesada comparando la
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bola de la izquierda, la mas pesada, con alguna de las bolas
buenas. En esta quinta pesada puede suceder: (a) que la ba-
lanza quede en equilibrio, con lo cual, la bola distinta es la
otra, la que estaba en el platillo derecho; ademas pesa menos
que las otras. (b) que la balanza vuelva a inclinarse en el mis-
mo sentido, de donde la bola mala es la que hemos tomado;
ademas es mas pesada.

—Si las cuatro pesadas primeras quedaran en equilibrio, la
bola mala es la Gltima. Comparada con cualquiera de las otras
podemos deducir si pesa mas o menos.

—Si la pesada desequilibrada es la I, II o III se puede deducir
antes cual y como es la bola mala.

Segunda: Comparar las bolas dos a dos. Con este procedimiento
puedes necesitar hasta cuatro pesadas. (Te dejamos que lo com-
pruebes por tu cuenta).

Tercera: Comparar las bolas de tres en tres.

Puede suceder:

(I) Pesada en equilibrio: = La bola mala esta entre las otras
tres. Comparando estas tres bolas una a una se determina la
mala.

Fig. 1.5.

(IT) Pesada inclinada a la izquierda: = Las otras tres bolas
son buenas. Quitamos tres bolas de la derecha y en su lugar
ponemos las tres bolas buenas. Puede suceder:

Fig. 1.6.

—La balanza se queda en equilibrio = la bola mala esté entre
las tres quitadas, y pesa menos. Ponemos dos de esas bolas,
una en cada platillo: si queda en equilibrio, la bola mala es la
otra; si se desequilibra, la bola mala es la de la mas ligera.

Tipo Il: Problemas de tipo algebraico: ecuaciones
y sistemas

9.

Le sumo 20 unidades a un nimero y me da lo mismo que si
lo multiplico por 3. ;De qué nimero se trata?

Si x es el nimero buscado, se cumple: x+20=3x = x=10.

10. José Maria dobla los afios a Cristina; Carmen es tres afos

mayor que Cristina; y José Maria, cuatro mas que Catalina.
Si la suma de todas las edades es 29, ¢cual es la edad de
cada uno?

Edades: Cristina=x; José Maria = 2x; Carmen=x+3;
Catalina=2x—4



11.

12.

13.

14.
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X+2x+x+3+2x—4=29 = x=5
La edad de José Maria es 10 afios.

La edad de Carmen es 8 afios.

La edad de Catalina es 6 afios.

La edad de Cristina es 6 afos.

A una cuba de vino, inicialmente llena, se le extrae un
sexto de su capacidad mas 15 litros. Si afiadiendo un cuar-
to de su capacidad éste vuelve a llenarse, ¢cuantos litros
caben en la cuba?

Capacidad de la cuba=x

Se extrae: % +15.
Se afade: 5.
4
Como %—1—15 =% = x=180 litros.

El triple de un nimero es la mitad de otro.
¢Qué nameros son?

Si los nimeros son a y b, entonces: 3a =§ = b=6a

Hay infinidad de posibilidades.

El triple de un ndmero es la mitad de otro. Si entre los dos
suman 56, ;qué nimeros son?

Se tiene: b=6ay, ademas, a+b=56 = a=8; b=48.

El triple de un nimero es la mitad de otro. Si entre los dos
suman 56 y su diferencia es 40, ;qué nimeros son? (;0b-
servas algo extraio en el enunciado?)

La solucion es la misma que la del problema anterior. (Puede
observarse que la diferencia entre los dos ndmeros es 40).
Nota: Con este problema se trata de ver que sobra un dato.
Afortunadamente, este dato sobrante no es contradictorio con
los otros dos, lo cual permitiria resolver el problema conociendo
dos datos cualesquiera de los tres dados.

Tipo lll: Problemas de tipo geométricos

15.

16.

Un angulo mide dos grados menos que el triple de su com-
plementario. ¢{Cuanto vale?

Si x es el angulo buscado, su complementario mide 90 — x.
Entonces:
x=3-(90—x)—2 = x=67.

La superficie de un tridangulo isésceles de altura 4 cm es 12
cm?, Halla su base. ;Cuanto miden los otros dos lados si la
suma de sus longitudes es 4 cm mas que la base?

Area: A:bé—h: 12:[)'74 = b=6.

lado=[( = 2[=6+4 = [=5.
Observa: En este problema sobra un dato. ;Se daran cuenta los

alumnos? Si no es asi, que lo descubran haciendo el problema
namero 20.

17.

18.

19.

La superficie de un cuadrado es S, ¢cual sera la superficie
de un cuadrado cuyo lado es el doble del anterior?

Si el lado del cuadrado pequefio es [ se tiene: S=[2

Si se dobla el lado L =2/, la superficie sera [ =(2[)? =4[> =4S
— queda multiplicada por 22 = 4.

Nota: Podria plantearse con otros aumentos proporcionales del
lado (L=kl) y comprobar que la razon entre las superficies es k2.

En un cubo de arista a caben 111 litros de agua. ;Cuantos
litros puede contener un cubo cuya arista es el doble del
anterior? ¢Es necesario conocer el valor de a?

El volumen del cubo inicial es a*. El volumen del de doble arista
sera: V =(2a)’ =8a? que valdra 8-111 =888 litros.

No es preciso conocer a.

Dibuja una circunferencia con un lapiz y una regla.

Se dibuja un punto, que serd el centro, y se coloca la regla
como se indica, trazando una linea.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fig. 1.7.

Girando la regla, manteniendo el punto en contacto con
ella, se trazan otras rectas, obteniéndose un dibujo como el
siguiente.

La circunferencia es la “envolvente” de todas esas rectas, que
son tangentes a la circunferencia.

Fig. 1.8.

Tipo IV: Problemas resolubles mediante formulas

20. La superficie de un tridngulo isésceles de altura 4 cm es

12 cm?, Halla su base y los otros dos lados.

Por el Problema 28, b =6.

Como es un tridngulo isdsceles la altura cae en el punto medio
de la base.

Podemos aplicar el teorema de Pitagoras: [?=4%2+32 =
[=5cm.

Fig. 1.9.



21.

22.

Un ciclista parte de Badajoz con destino a Caceres, que
esta a 90 km de distancia. Una hora después otro ciclista
inicia el mismo itinerario, recorriendo cada hora 10 km
mas que el primero. Si llegan a Caceres en el mismo ins-
tante, ;qué tiempo tardo cada uno?

Primer ciclista:

. . 90
Velocidad =v; tiempo=t = v :T
Segundo ciclista:

Velocidad =v; tiempo=t’, cont=t—1y v~ _ %0

t—1
Comov'=v+10= ﬂ=?+10=> t?—t—9=0 = t=3,54

h = 3 h, 32 min.

Con un trozo rectangular de cartén, que es 4 cm mas largo
que ancho, se construye una caja sin tapa de volumen 840
cm?, cortando un cuadrado de 6 cm de lado en cada esquina
y doblando los bordes. ;Qué dimensiones tenia el cartén?

P S —

I \}

! ]
6 x—8 +7
6
Fig. 1.10.
(x—8)"(x—12)-6=840 = x2—20x—44=0= x=22

Tipo V: Reduccién a la unidad

23.

24.

25.

26.

Tres amigos ganan por un trabajo 1105€. ;Cuanto les co-
rresponde a cada uno de ellos si uno trabajo 8 dias, otro 5
y el otro 4?

En total trabajaron 17 dias. A cada dia le corresponden

11
—05 =65¢€.
17
Uno cobrara 8-65=520€; otro, 5-65=325; y el tercero,

4-65=260¢.

Si 6 gatos pueden comer 6 sardinas en 6 minutos, ¢cuan-
tos gatos seran necesarios para comer 100 sardinas en 50
minutos?

Cada gato se come una sardina en 6 minutos.

Para comerse 100 sardinas, un gato necesitaria 600 minutos.
Para comerse las 100 sardinas en 50 minutos se necesitaran
12 gatos.

¢Cuantos litros de aceite de 2,90 €/L hay que mezclar con 200
litros de 3,60€/L, para que la mezcla resulte a 3,40€/L?

Litros de 2,90 =x.
2,90x +3,60-200=3,40- (x +200) = x=80 L.

¢Cuantos mapas del mismo tamaio que el de escala
1: 200000 habra que hacer para reproducir la misma su-
perficie a escala 1: 50000?
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A escala 1: 200000, 1 cm? del mapa=4 km? en la realidad.

A escala 1: 50000, 1 cm? del mapa =
=(50000-50000=2500000000 cm?) = 0,25 km? en la realidad.
Por tanto, habrad que hacer 4/(0,25) =16 mapas de escala
1: 50000.

Tipo VI: Estrategia hacia atras

27.

28.

29.

Dos jugadores pueden sumar uno, dos o tres al nimero
que diga el otro. Comienzan en cero y gana el primero que
lleqgue a 37. ;Qué hay que hacer para ganar?

La secuencia del ganador debe ser:

37, 33, 29, 25, 21, 17, 13,9, 5, 1

Ganara el que comience el juego y siga esta secuencia, de
derecha a izquierda.

Dos jugadores pueden sumar desde uno hasta diez al nii-
mero que diga el otro. Comienzan en cero y gana el prime-
ro que llegue a 100. ;Cémo hay que hacer para ganar?

Gana el que comienza y sigue esta secuencia:

1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 100

Nota: Podria plantearse un juego con las mismas reglas, pero el
que pierde es el que se vea obligado a decir 100. ;Cual debe ser
la secuencia del ganador?

Aqui tienes tres trozos de cartulina. Haz un corte en cada
cartulina, de forma que queden seis piezas que puedan
juntarse para formar un cuadrado.

10 cm 10 cm 10 cm

20 cm 20 cm 20 cm

Fig.1.11.

El cuadrado final debe tener una superficie que sera la suma
de las superficies de los tres trozos dados:
20-10+20-5+20-10=500 = serds un cuadrado de lado

\/500, que es la mediada de la diagonal (y de la hipotenusa)
de los rectangulos.

10 cuestiones basicas

1.

¢Qué error se comete en las siguientes igualdades?
4x2+ 2

a) (3+4)=32+4% b) .
X

=4+42;
) —x*=(—x)*=x?

a) El cuadrado de una suma no es la suma de los cuadrados.

4x? +
X2 _ 442
X2

b) Se simplifican factores, no sumandos:

€) —x*=-—x-x=—(x?), siempre es negativo.

(—x)? = x?, siempre es positivo.

Expresa mediante una igualdad las siguientes sentencias:
a) Eldoble de x mas 3 es igual a y.
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b) El doble de x, mas 3, es igual a y.
c) El cuadrado del doble de x es igual a la mitad de y.

a)2-(x+3)=y
b)2x+3=y
Q) (2x)2=%

¢Qué dice el teorema de Pitagoras? ;Porqué el triangulo de
lados 3, 4 y 5 cm es rectangulo, mientras que el de lados
10, 12 y 15 cm no lo es?

En el tridangulo de lados 3, 4 y 5 se cumple que 52 =32+ 42;
esto es, el teorema de Pitagoras.

En el tridngulo de lados 10, 12 y 15 no se cumple que
152 =10% + 12%; por tanto no puede ser rectangulo.

En un mapa a escala 1:100000, ;cual es la distancia real
entre dos ciudades que estan separadas 3 cm en el mapa?

3-100000=300000 cm = 3 km.

¢Como medirias un litro de agua si tienes dos recipientes
de 3 y 5 litros?

(1) Llenas el recipiente de 3 litros — lo viertes en el de 5.
(2) Vuelves a llenar el recipiente de 3 litros — lo viertes en el
de 5 hasta que se llena.

En el recipiente de 3 litros queda 1 litro.

10.

Una camisavalia 72 euros. ;Cémo calcularias con una simple
multiplicacién su valor si se ha rebajado un 16 %?

72-(1—0,16)=72-0,84=60,48€

¢Cuanto suman los angulos de un triangulo? ;Y los angulos
de un pentagono?

Triangulo: 180°.
Un pentdgono puede descomponerse en tres tridngulos —
sumaran 3-180 = 540.

¢Qué mismo nimero hay que anadir a los dos términos de

la fraccién % para que resulte equivalente a %?

3+x 7

8+x 8

= x=32

La suma de dos niimeros consecutivos es 147. Hallalos.
X+ (x+1)=147= 73y 74

Sabiendo que 1232 = 15129, halla sin calculadora 121 - 125.
(Recuerda que (x — a)(x + a) =x*— a®).

121-125=(123—2)(123+2)=1232 — 42 =15129 — 4=15125



Actividades

1. Representa los niimeros reales:

a) % b) —0,47 ¢) V13

16 7
a) Como ?=1+ 3' dividimos el intervalo [1, 2] en nueve

partes iguales, coincidiendo la séptima con el ndmero
dado.

16/9

Fig. 2.1.

b) Hallamos el punto —0,47 mediante subdivisiones del inter-
valo [—1, 0] y posteriormente del [—0,5, —0,4]:

—0,4

-1 -0,5 0

—0,5 —0,47 —0,4
Fig. 2.2.

c) Procedemos a realizar la construccion grafica de la Figura:

Fig. 2.3.

2. Encuentray senala en la recta real los puntos cuya distan-
ciaa —1 es menor que 2.

Se tiene que los puntos x cuya distancia a —1 es menor que
2 verifican: d(x, —1) <2 = Ix— (- 1)I=Ix+11<2 = —2<
x+H1<2 = -3<x<1l=>xE (-3,1)

3. a) Redondea a centenas los datos: 1897,67, 987514 y
123.
b) Redondea a milésimas: 34,2345, 0,8765, 0,12345.
) Calcula los errores absolutos y relativos cometidos en a).

a) Los redondeos a centenas seran:
1897,67~1900; 987514~=987500; 123=~100
b) idem a milésimas:
34,2345 =~ 34,235; 0,8765 =~ 0,877; 0,12345 =~ 10,123
c) Los errores absolutos (e) y relativos (E) cometidos en las
aproximaciones del apartado (a) seran:
e(1900)=1900—1897,67=2,33 y
2,33 233

E(1900)= = =0,0012
1897,63 189763

A

14
987514

e(987500)=987 514—987 500=14 y £(987 500)=
0,00001
e(100)=123-100=23 y E(100)—% = 0,187

Expresa en notacién cientifica los nimeros indicando su
orden de magnigud:
a) 1234-10%

c) 0,00763-10%

b) 0,0000000067012;
d) —527,05-10°®

a) 1,234-108 Orden de magnitud 8
b) 6,7012-10°° Orden de magnitud —9
c) 7,63-10° Orden de magnitud 3

d) —5,2705-10* Orden de magnitud —1

i) Extrae factores:
16a
a) V8a®; b) 1/8110%x° ;

ii) Introduce factores:
|a 2
2 | _, .
a) 2q 5 b) — 328

i) Extraemos los factores:
V8 =2 2(a’) a = 24'\2a
b) 38110 =i/333 -103-10(x2)3 =
~3.10-x23/3-10=30x2-3/30
ofE-Eif
27

Introduc1mos factores:

a) 2a* \/7 =4(2a%) \/7 2%q 4%= 2a°

2 2’ 2’
3 =3 =3 B 2
X X

X X
0 (x+1) /;T_ll = J(x+1)? /;:11 =

= 1y 2 = ) e D)=t

x+1

o (x+1)

Halla el valor simplificado de:

a) (¥/2y b) fa/a
Y p=3z=2

b) {fafa=4 Yo’ a —%la* =3

Extrae factores y suma:

a) 2ﬁ+?\/27 —2+/108
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b) y23x’y +2y3x’y*+ 3 x°y
8\/_—3 288 338
7\/_
a) 2\/§+? 27 —2~/108 2f+—\/_ 3327 =
=2\/§+1?°3\/§—2-3-2\/§= 2+10 —12)/3 = 0-4/3 =0
by y23x’y +2y3/x*y* +3/x°y =
=y%x i/;+2yxy {/;+x2 Iy =
(xy2+2xy2+x2)i/;:(3xy2+x2)\3/;
9 8+/72—3+/288—2/338
742
_ 84/6°2—34/12°2—2413%2
— N
8-6\/5—3-12\/?—2-13\/?:
e
(48-36-26)2 _ 14
72 ~7

Problemas propuestos

Tipo I. Relacion de orden y recta real. Operaciones

1. Calcula las potencias:
a) 373, (—3)3 (-3)73, -3
b) (1/3)7% (-1/3)% —(-1/3)"
c) 37'-(1/3)*

57 —5°
d JE—
) 5y 59
) (1_1_ (_1)_1)
17" +1°
O | 1 1
a) 3 =—=_—; (-3)}=-27; (-3) 3= =——;
) 3 27 3) 3) (-3 27
3=l 1
3 27
-3 3 _ _ 1 —3
b (3)=3=27 5)-F -5 ~[3)=c¥=2
) 3*1_(1)71:1_3:_§
3 3 3
5'-5°  5'-5° .
_5714,_50 5*1_50

-1
o (122 C(ayio
-1 47 1+1) 2

2. Simplifica y no dejes exponentes negativos:

—1}2\—2 (a 1) ( b)
a) (8a7'b%) b) T Cab)y
NORON

4ab 3

10

2
a) (8a'b)? = 8 %t ‘=i
a )’ (—b a —b
p 0 a Dy Ty
) a1 1
atb?
o O @)’ Vol b b
4ab™ A0/ 4a*2b 8a*

Simplifica y da el resultado en forma radical:
a) 5a/* 2a"2 b) (16a-%3b%3)"?

-1 ,1/2\6
C) ( 2)—(1/2 y2/3>
Xy
a) 5a'3 2a12=15.2a"3"12 =1005° =10 v/ ¢®

b) (160 23b23)12_16a1za 13b13 4 %_4§/E
a a
)<2X71_y“)6: 26X—6y3 _ 64

X V2 2 Xyh Xy

Asigna cada nimero al conjunto o conjuntos que pertenez-
ca segn se hace en la primera linea:

N Z Q I
=3 X X
1,18
NG
6/12
25
T

N zZ Q I
=5 X X
1,18 X
J5 x
6/12 X
\/25 X X X
ar X

Escribe tres niimeros entre:

a) 3,37y 3,37602 b) 1+—2‘E y 8

11
5] /376 yJ11,4

a) 3,37< 3,374 < 3,375 < 3,376 < 3,37602

1+\/_ =0=1,61803<1,60804<1,61<1 62<1? =1,63

C) ,37—6=2,2677<2,26>2,255<2,2507> J11,4=2,2506

Decide la veracidad o falsedad de las siguientes afirmacio-
nes mediante ejemplos:



10.

a) La suma de niimero racional e irracional es irracional.
b) El producto de nimero racional e irracional es irracional.
c) El producto de dos niimeros irracionales es irracional.

a) La suma de ndmero racional e irracional es irracional:
verdad, 2+r.
b) ELl producto de ndmero racional e irracional es irracional:

verdad,%\/g.
c) El producto de dos nlimeros irracionales es irracional:
falso, V2 3= 3.
at+c ¢

J2
C a c

a
Prueba que si que ;- <E entonces - <m <d
si & <§ = ad < bc (*), entonces:

a_atc \ _ _
* b Shiqyaque por (*): a(b+d) = ab+ad < b(a+c) =
ba+bc
atc ¢
* Y 14 <g pues por (*) de nuevo: (a+c)d = ad+cd <

(b+d)c = bc + dc

Demuestra que para todo niimero a > 0 se cumple que

a+1>Z
a

Las siguientes desigualdades son equivalentes:
a+1>2 © dtl=220 © *+1-2020 &
a

(@a—1°=0

Como la dltima desigualdad es cierta, también lo serad la
primera.

Nota: Puede hacerse ver la necesidad de que a sea positi-
vo; pues si fuese negativo, la primera equivalencia no seria
correcta.

Halla qué nimeros representan las abscisas A, B, Cy D de
la figura.

Fig. 2.4.

El intervalo [—2, 0] se divide en tres partes, luego el punto C
corresponde a — % .

Por otro lado, de la construccién geométrica, aplicando el

teorema de Pitagoras, B es y/ (V2°)+ 2:\/5 y D se obtiene

sumando a B la distancia 0A=\/E, por tanto la abscisa que
corresponde a D es V3 ++/2.

Comprueba que la longitud del segmento AB es ®, siendo
M el punto medio del lado del cuadrado.

11.

12.

13.

14.

15.
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A M B
Fig. 2.5.

De nuevo utilizamos el teorema de Pitdgoras: como MB =

2
(l) 1= |2 :ﬁ , la distancia AB = 1 +£ _1 +V5
2 4 2 2 2 2

que es el valor del nimero aureo.

Ordena los nimeros 1 , a2, — b,\/g, % ,\/E, b? —a,
a

a) Suponiendo que 1< a < b.
b) Sio<a<b<1.

a) —b<—a<1/b<1/a<\/g<\/g<b2.
a® no podemos situarlo.

by —b<-a<a<a<~a<b<1/b<1/a.
b? no podemos situarlo.

Escribe en forma de intervalo y representa en la recta real,
los conjuntos:

a)A={xER| x < —1}

b) B={x €R| x<1/2yx = —0,5}

c) C={xERl x<1yx>3}

d)D={xeR|l -2,56 <x<1,2}

a) (=, —1)

b) [-1/2,

) ¢,

d) [-5/2, 6/5)

Escribe la desigualdad que cumplen los niimeros que
pertenecen a los intervalos:
a) (-, 2]

) (-1,3)U[0, =)

b) [2, 5]
d) [0,3)N (=1, 1]

a) {x, x<2}

b) {x,2< x=<5}
) {x,—1< x< oo}
d) {x, 0=x=<1}

Escribe en forma de desigualdad y de intervalo los nimeros
que verifican:

a)|x|<3 b) [x| =3

) =0 &) — 1= 0
)—= x—1|<
|x|

a) {x, 3=x=<3}o[-3 3]

b) {x, x<=-30x=3} o (—» —3]U[3, »)

c) R—{0

d) Dado que la desigualdad incluye la igualdad: {1} = [1, 1].

Encuentra los intervalos union e interseccion de:
a) I={xeER x+1<1}yl=[-1,2).

b) K= {x €R, [x—1|=2} yL={x |x+2|<2},
) M= (—x,2]yN={x ER,|[x—3|=2},

11
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37-10°4

a) Iud=(-20u (-1 2) = (-2 2V
4125000

2)
b) KUL= (e, 1] U [3, o) U [-4, 0]
) MUN= (=00, 2lU{5} U{l} = (—o0, 2] U {5 M N = {1}

InJ =[-1,0) b) =8,969697—10= 8,969697 - 101

21. La capacidad de memoria del disco duro de un ordenador
se mide en gigabytes (Gb). Cada Gb tiene 10° bytes o uni-
dades basicas de almacenamiento, de forma que cada byte
contiene un simbolo (digito, letra, etc.). Si por término
medio una “palabra” esta compuesta de 6 simbolos, es-
tima cuantas palabras puede archivar un ordenador de 20
Gigabytes (Giga = 10°).

16. Hallay representa en la recta real los niimeros que distan de
—1 menos de 2 unidades

d(x, —1) = [x—(-1)|=]x+1]<2 =z —2<xt1< 2=
-3< x<1<:>( 3,1)

Tipo ll. Notacidn cientifica. Nimeros aproximados
20 GB =20-10° Bytes Como cada “palabra” ocupa 6 bytes, se

17. i) Redondea a unidades:

18.

19.

20.

12

a) 0,854 b) 115,06 ¢) —1546,7
ii) Redondea a milésimas:
d) -0,0996 e) 56,4444 f) 1,897645

Al redondear a unidades, despreciamos la primera cifra deci-
mal, por tanto:

a) 0,854 =1

b) 115,06 =~ 115

C) —1546,7 =~ —1547

En el redondeo a milésimas, ésta es la dltima cifra conserva-
da, luego:

d) —0,0996 = —0,1

€) 56,4444 =~ 56,444

f) 1,897645 ~ 1,898

Indica a qué intervalo pertenecen los niimeros cuyo redon-
deo a centésimas es 1,23.

El intervalo seria: (1,225, 1,235) pues en él la distancia
d(x, 1,23) < 0,01. También deberia incluirse 1,225.

Si 1,23 es la medida de una magnitud en la que hemos
cometido un error relativo maximo del 10% ¢entre qué
valores esta comprendido el valor exacto de la magnitud?

El error relativo es:

|x—1,23] x—1,23

E:T’ <0,1 & —0,1< <0,1y de la primera

desigualdad'
X 1B e 1 gy > 23 18
10" 107711 T 110
de la segunda desigualdad:
—1,23
=X <016-1,23 <= —x &
X 10

123> B <1231
1079 T o0

La magnitud esté en el intervalo: (123/110, 123/90)

Calcula empleando la notacion cientifica
a) 1,27653-(0,00006584)°
b) 37-10-¢

4125000

a) 1,27653+(0,00006584)° que en la pantalla de la calcula-
dora da: 3,643347—13=3,643347-107"

. . 20-10° 102
tiene que la memoria puede almacenar =

Algo mas de 3 millardos de palabras.

Tipo lll. Simplificacion y Operaciones con radicales.

22. Reduce a una sola potencia fraccionaria:

a) Ja-a?3 b) (Va)”
¢)Jaa d) 2-./8- 312

a) /2 3=q/s
b) av2 12 =g/
c) (a.al/z)l/2:al/z+1/z.:as/z.
d) 2.232. 2752 = 20 = 1

23. Utilizando la calculadora, halla el valor de los radicales:

a) 5 b) 4/5

V28
5

) ¥0,05 d

) ) V2,16

a) 52=25

b) 1,4953...

¢) 0,54928...

d) 2,06613...

24. Halla, sin utilizar calculadora, el valor de:

0,09
a b 4
) ) 100
c) V81-144-400 d) V-8-27-64

—169 102169 =4/10? \/169=10-13=130
/ 4009 _ 2 N0,09
100 144 100

o) \/81-144-4oo=\/E 144~J400 =9-12-20=2160
d) ¥—8-27-64 = -8 327 o4 =

25. Reduce a indice comin, divide y simplifica:

RE}
3)3\/5

70 36

—2:34=—24

=3,3-10°



26.

27.

28.

29.

s
4 4 2[5
c)éz—\/gzﬁz—\/g= O /g
J33 3-3 /318

Calcula y simplifica:
a) val 'i/?
b) v/(—=1)* V¥ -1+1

a) W:i/13/aﬁazzzd07:%
b) m“: I +1=h+1=141=2

Reduce todo lo posible las sumas:
a) (1-2+/2)’—(1+242)°
b) (5-2)-(5+2)+(2V/2)°

a) (1-2/2) —(1+2+2)*=1+8— 42— 1-8—4/2=—82
b) f—z)-(f+2 (2\/2)*=5—4+8=9

Demuestra que \/4+2 \/— —\/4—2 \/?: =2
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Tipo IV. Suma de radicales semejantes

30. Reduce las sumas:

a) —4\/§+2\/_—1\/2_7—\/§
27

) 2i/5—i/ﬁ+5i/128

3) _4\/E+2\/§_1\/§_\/§:

2:5v3+2v3- 73+ 2= 53+ 3V3= 25

o
w1 fonfi-t 2
—(‘5“‘5‘3’@“5@

o) 232 —3/16 + 53128 = 2Y2—232+5-222=2032
31. Suma, simplificando todo lo posible:
a) 24/x%y — 2+/xy? +34/(xy)® —/16xy
b) \Ja*—a?b +/(a—b) (a*—2ab+b?) +\/ab*—b?
a) 2VxXy —2+xy® +3V(xy)? —V16xy =
=ZX\/)J— 2y\/)a+ 3xy\/)a—4\/)a=
b) a*—ab ++/(a—b)(a?—2ab+b?) ++/ab*—b>=
=a?(a—b)++/(a—b)(a—b)? + /b2 (a—b)=

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad y Tipo V. Racionalizacién

resulta:
(Vat+a3-4-243)=22 =
= 4t2-3+4—23-2J4+234—23 =4 =

= 8—2(4+2v/3)(4—2+/3)=4 = 8—2/#—223=4 =

= 8-2J4=4 = 8—4=4

Demuestra que (xy+z)? < (x*+z?)(y*+1), y comprueba la
desigualdad parax =2 e y=z=\/§

Para demostrar que (xy+z)°<(x2+z2)(y2+1) vamos a desarro-
llar los dos términos de la desigualdad para ver que se cumple
realmente:

(xy+2)? =x?y?+ 22+ 2xyz

(P+22) (Y2 +1) =xy2+ 222 +x2+ 22

Si se cumple la desigualdad deberia ser:

X2+ 724 2xyz < X2+ 2+ X+ 2P &

2xyz < 22+ xt < 0 < x2—2xyz+ 2%

Y podemos agrupar en el siguiente cuadrado: (x—zy)* = 0 que se
cumple siempre. Luego la desigualdad de partida es cierta.

=(@+a—b+b}Ja—b =2aJa—b
32. Racionaliza: \/_
3 8
a) \/5 b) 2\/; 0) 4\/5
1-/3 2 )
o 9l
2 242
L _eNe_ /2
a)\/E ) \f
S B NERRNE
) 23 2:3 2
N8 _~16_ 1
9 42 42 2
" 1-V3 _(1-V3)v/3 _+/3-6
23 2-3 6

(2x—2y+3xy—4) \/)E

13
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33. Racionaliza las fracciones:

a) J3 b) V5
1+/3 2/5-2
\/;4.\/; 3+2/5
) Iy RPN
V3 V3(1-+/3) V3-3 3-5
Y T

V5 J5(5+1) 545 5445
2\/5-2 2(5-1)(W5+1) 24 8
Vx++ly x+Jy ) x+y+2xy
R N NN N T R
3+24/3  (3+2/3)(2v/3+/6)

RPN RN PN RN PN PN
 6V3+3v6+4V37+24/3V6
- 2:3/3:—/6? -
_6v/3+3V6+12+2V18 _ 6v3+3V6+12+6v2 _
6 6
— 2+\/E+\/§+€

34. Calcula:
J20++/80-2v/125

a) Ja0
V24—/150+4+/54
b) NG

a) Sumamos en el numerador y simplificamos:

J20++/80—2+/125 _ 23/5+4/5-2-5/5 _

J40 210
I I
NN

b) Operamos como en a):

V24—/150+4~/54  \[22-6—/526+4~/326

Je NG
_(2-5+12)V6
J6
35. Sumay simplifica V3 2 +i
2vJ/3-2 J3+3 /3

3 5 2
2/3-2 f3+3 /3
_ AB3VE+2) 533 . 23
C(V3-2)(2V3+2) W3+3)(3-3) V343

_23+2Y3 5V3-15 2v3
f3—22 -3 3

14

_6+2+/3 5J§—15+ 23

8 —6 3
18+6/3+207/3-60+16+3 —42+42+/3
24 24
213-21 21
=—=—(/3-1)
12 12

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15
minutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas.

1. ¢En qué se diferencian los nimeros racionales de los irra-
cionales? Pon un ejemplo.

Los irracionales no se pueden expresar en forma de fraccion.

2. Escribe sin las barras de valor absoluto la expresion:
a) |X+1| six>-1
b) |x(x+x3)‘

a) |x+1|= x+1puesalserx>—1,x+1>0

b) |X(x+x3)|:|x2+x4| =x?+x* pues ambas potencias son posi-
tivas siempre.

—[a—(c—a)]x—cx

3. Simplifica la expresién
—a(—x)

—la—(c—a)lx—cx_
—a(—x)
(—atc—a)x—cx _(c—2a—c)x _ —2ax _
ax B ax oax

-2

4. Redondea a milésimas:
a) —3,9525
b) 0,1672
c) 0,9999

a) —3,9525~ —3,953
b) 0,1672~0,167
¢) 0,9999~1

5. Escribe en notacion decimal:
-3,21 7
0,05 —4

—3,21-10’= — 32100000
0,05-10-%=0,000005

6. Calcula el valor

a) 420
b) v/62+8

2 Vz—zims
b) V22+82=~/100=10
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7. Suma \/%+§\/E 9. Escribe con una sola raizysimpliﬁca:m
\/Q)+§\/4_= 425+§\/E=4\/§+2\/§=6x/§ Jo—=3a =J¥ea =4z =Yz

8. Reduce a un solo radical:% 10. Racionaliza:z__\z/g
£=£=4X—6=i/;=x 2 25 —2@5) _22+5)
Ve e Vx 2—5  (2—\5)(2+5)  4—5



Actividades

1. Halla:
2 4 1X2_1X+4 2 2
a) (2x—4)- 4 2 b) (x+3)"—(x—3)
€ (x—1)-(x*+2)*—(1+2x)°
a) %x3—x3+10x—x2+2x—20= %x3—2x2+12x—20

b) x*+6x+9—(x*—6x+9)=12x
€) (x—1)-(x*+4x2+4)— (1+4x+4x) =X —x*+4x3—8x?—
2. Descompoén en factores los siguientes polinomios:
a) P(x)=x*+4x—21
b) P(x)=x3—2x*—3x
c) P(x)=6x*—7x*+x

a) X*+4x—21=0=x=3,x=-7 =>P)=(x—-3)x+7)
b) P(x)=x"—2x*—3x=x(x*—2x—3)= x(x+1)(x—3)

€) P(x)=6x‘—7x+x=x(6x>—7x*+1).

Una solucién de 6x*—7x2+1=0esx = 1.

(6x*—7x2+1)/(x—1) — 6 =7 0 1
1 6 -1 -1
|6 -1 -1 0

Se tiene: P(x)=x(x—1)(6x2—x—1)= 6x(x—1)(x—1/2)(x+1/3)
Las raices de 6x* —x—1=m=sonx=1/2 yx=—1/3.

3. Halla las siguientes sumas y restas de fracciones algebraicas:

1—-x 2x—1 2x x—1
a + b) x—2 ———+
)x+2 x—2 xX—4 ) x*+1
) 2x2—4_ 2x
x+1 x+3
1—-Xx)(x—2)—(2x—1)(x+2)+2x —3x°+2x
a) = i
x2—4 X4
b) (x—2)(x*+1)—(x—1) x*—2x*—1
x2+1 Tox+1
x?—4)(x+3)—2x(x+1 X*+4x*—6x—1
0 2x2—4 3)-2 _ 2X°+4x*—6 2
(x+1)(x+3) T Xt4x+3

4. Halla las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

a) x—1 x+3 2 3x-2
x—3 5 3 b5x
) 2x—1 d) x2+3:x+3
x*—3 2 6
2x+1
a) x*+3x2—x—3 b) 6x—4
5x—15 15x
0 (2x—1)(2x+1) _4x—1 d) 6(x2+3)  3(x*+3)
Xx*=3 x*—3 2(x+3) x+3

5. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
a) 4—4x*+4x* b) 2x3—6x+4
1—x 2x+4

) 2x(x—3)° —2x2(x 3)
(x=3)"

a) Esirreducible.

2 —3x+2) _2(x+2)(x*—2x+1) _ - (x—1)°
2(x+2) 2(x+2)
9 2A(x—3)"—2x3(x—3) _2x(x—3)—2¢_ 2¢*—6x—2x* _ —6x
(x=3)* (x=3)’ (x=3)  (x=3)’
6. Expresa como una sola raiz:
2) “*:1 B, oYl gxd
X xx _xdx_1 \/—
S Vak 2dk o
Jx+1 \/—

d) x+1 \/ x+1

Problemas propuestos
Tipo I. Operaciones con polinomios

1. Calcula:
a) (31x—6x2+5x3) —(12x*—6x2+x)
b) (8x*—9x*+1)—(2x+3x*—5x*)

5 (2x3—1x2+3J (%x%Sx—%}

a) —7x*+30x
b) 13x*—12x*—2x+1
5 10

C 3_ " y2 —_—

) 2x 4 X2—bx+ 3
2. Calcula:

a) (4x+5) — (2 +x)*+ (2x)?

b) (2—-3x)2—5[(3x—1)-(3x+ 1) — 2x]

€) 3x°-4x°— (—2x°)-(—14x3) + (2x°)-(—3x*) — x5 (—4x?)

a) (bx+5)—(@+xP+(2x)P=4x+5—(b+4x+x°)+4=1+3%

b) (2—3x)2—5[(B3x—1)-(3x+1)—2x] =
(4—12x+9x%) — 59 —1—2x)= —36x*— 2x+ 9
€) 12x™ —28x% — 6x° + 4x8 = 12x™ — 6x° — 24x°

Nota: Los errores al efectuar las dos primeras operaciones son
muy frecuentes, sobre todo cuando éstas se hacen fuera del
contexto tedrico. Un error puede ser: (2 +x)?=22+x*=4+x%;
otro: (2x)? = 2x%.

3. Halla:
a) (x—6)° b) (4+x?)
) (3x+1)° d) (2x—1)?

f) (4x—1)(4x+1)

(i



a) ¥*—12x+36 b) 16 + 8x* + x* C) x>+ 6x+1

d) 4x* —4x+1 e)%x2—25 f) 16x°—1
Haz las siguientes multiplicaciones de polinomios:

a) (5x%+3x—5)(7x*—6x+3)

, 1.3
b) (X —e X g] (x?—5x—14)

a) 35x°+21x*—65x> —3x2+39x— 15
21 105 43 21

b) x—=—x———xt+—x+—

) L Xty

Divide:

a) (5x*—14+5x+x%):(3—x%

b) (20x3+12x%+29—39x2—28x):(4x*—5)
c) (2x3—3x+2):(2x—1)

a) Se ordenan los términos del dividendo y los del divisor en
orden decreciente de sus grados. Dejamos en blanco el
espacio correspondiente a 0-x°.

5x¢ + X3 +5x —14 | —x+3
—bx* +15x2 —5x2 —x — 15
+x*  +15x% + 5x
- x + 3x
+15x2  + 8x — 14
—15x? + 45
8 +31

Cociente: —5x* —x — 15
Resto: 8x + 31
Por tanto: 5x*+ x>+ 5x — 14 = (—x*+ 3) -
- (—5x2 —x —15) + (8x + 31)
b) Cociente: 3x*+5x—6

Resto: —3x—1
. 1 5
c) Cociente: 2+ — x—=
) Xt x—
Resto:i
4
Tipo Il. Regla de Ruffini. Teorema del resto
y factorizacion
6. Utiliza la regla de Ruffini para hacer las siguientes

divisiones:

a) (x’—x) entre (x+2) b) (x*+x—2x%):(x—1)

10.
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c) (2x*—x°—3x):(x—3) d) (3x4—6):(x+1)

a) Recuerda que cuando falta un término se pone un cero.
Esto es:
X —x=x"+0x*+0x°+ 0x* + 0x* + 0x2 —x+ 0
El divisor x +2=x—(—2), 0 sea, a= —2. Con esto se for-
ma el esquema:

| 1. 00 0 0 o0 -1 0
-2 | -2 4 —8 16 —32 64 —126
| 1 -2 4 -8 16 —32 63 —126

Los coeficientes del cociente, que sera un polinomio de
grado sexto, en orden decreciente, valen 1, —2, 4, —8, 16,
—32y 63. El resto es —126.
Luego:
C(x) =x°— 2x° + 4x* — 8x* + 16x* — 32x + 63
R(x) = —126
b) Cociente: x*+x*—x* —x
Resto: 0
c) Cociente: —x*—3x*—7x*—21x— 66
Resto: — 198
d) Cociente: 3x* —3x*+3x —3
Resto: —3

Descompon en factores el polinomio
P(x) =2x*—10x2+14x—6, sabiendo que x=1 es una de sus
raices.

Six=1esunaraiz= (x—1)esun factor = P(x) es divisible
por (x —1). Se divide por Ruffini y se obtiene:
P(x)=2x*—10x*+14x—6=(x—1)(2x*—8x+6) =
2(x—1)(x*—4x+3).

Los otros dos factores se obtienen resolviendo la ecuacion
x?—4x+3=0. Sus soluciones son x=1yx=3 = (x—1)y
(x—3) son los factores.

Por tanto,

P(x)=2x*—10x*+14x—6=2(x—1)(x—1)(x—3) =
=2(x—1)*(x—3).

Halla un polinomio de segundo grado sabiendo que una de
sus raices es x=—5 y que P(2) = -7

P(x) = (x —x,) (x —x,) siendo x, y x, sus raices.
Si x,=—5= P(x)=(x+5)(x—x,)

Si PR)=-7= (2+5)(2—x)=-7 =x,=3
Por tanto, P(x) = (x +5) (x —3) =x2+ 2x— 15

Escribe un polinomio de cuarto grado que tenga por raices:
a) 1,2,3y4 b) 1, 2y 3 doble.
c) 1y 2, las dos dobles.

a) (x—1) (x—2) (x—3) (x—4)
b) (x—1) (x—2) (x—3)?2
) x—1)2(x—2)°

Nota: En los tres casos hay infinitas soluciones. Basta multi-
plicar por una constante.

Halla el polinomio de segundo grado sabiendo que tiene
por raices x=1y x=—6y que P(0) = —12

17
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12.
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Sea P(x) =a(x—x,)(x —x,) siendo x, y x, sus raices.
Six=1yx,=—6 = P(x)=a(x—1)(x+6)

Por P(0) = —12 = P(0) =a(-1)- (6) = —12 = a=2.
Luego, P(x) =2(x— 1) (x + 6) = 2x*+ 10x — 12

Factoriza las siguientes expresiones polindomicas:
a) 3x*+14x—5 b) 4x° + 2x* — 2x°
c) x>+ 5x*+8x

a) Resolviendo 3x*+ 14x—5=0 se tiene: x=1/3 yx=—5
Por tanto, 3x2+ 14x —5=3(x — 1/3)(x + 5)
b) Sacando factor comin 2x°, se obtiene:
4o+ 2% — 28 =2x2x"+x— 1)
Resolviendo 2x*+x—1=0, se tiene x=1/2, x=—1
Por tanto, 2x* +x—1=2(x—1/2)(x +1)
Luego,
4+ 2xt =2 =2x2x +x—1)=2x-2(x —1/2)(x + 1) =
4x3(x—1/2)(x + 1)
c) Sacando factor comin x, se obtiene:
X+ 5x* +8x =x(x* + 5x + 8)
Resolviendo x* + 5x +8 =0, se tiene:
(o 5rV25-418 _ 547
2 2
Como esta ecuacion no tiene solucion, el polinomio
X2+ 5x+ 8 no se puede descomponer en factores simples.
En consecuencia, x> + 5x% + 8x = x(x* + 5x + 8)

Factoriza los siguientes polinomios:
a) P(x) =—5x*—x

b) P(x) = 4x*+ 10x?

c) P(x)=10x>—250x

d) P(x) =8x*+ 80x®+ 200x?

a) P(x)=—5x¥—x=—x(5x+1)

b) P(x) = 4x*+ 10x2 = 2x?(2x* +5)

c) P(x)=10x*>—250x = 10x(x* — 25) = 10x(x + 5)(x — 5)

d) P(x) =8x*+80x%+ 200x% = 8x*(x* + 10x + 25) = 8x%(x + 5)?

Halla el valor de b y factoriza P(x) =x3+bx?—12x sabiendo
que x=—2 es una de sus raices.

Como P(—2) =16 +4b = b=—4.
Por tanto, P(x)=x3—4x*—12x=x(x+2)(x—6)

Tipo lll. Fracciones algebraicas

14.

18

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
a) 21x? b) 4—x
7x—14x? 3x—12
2__ —
) 3x2—4x d) 4x—8
x3 2x ,
2 —
e) 3x 12 f) (X 1)
x+2 x—1
a) 21x* _ 37X _ 33X
Ix—14x*  Ix(1—2x) 1-2x
b—x b—x _ —(x—4) 1
b) = = =—=
3x—12  3(x—4) 3(x—4) 3
3¢—4x _ x(3x*—4)  3x*—4
C) X3 - X3 = XZ

15.

16.

17.

d) 4x—8 _ 4(x—2) _2(x—2)

2x 2x X

3x2—12 _ 3(x*—4) 3(x+2)(x—2)
e = = =3(x—
) x+2 x+2 x+2 3x=2)
f) (x—1)? _ (x—1)° _x1

xt—1 (x+1)(x—1) «x+1
Simplifica:
a) x2+6x—7 b) 4x2—40x+100

2x—2 4x2—100

C) 3x3—6x?

3x4+24x3—60x2

a) Xt+6x—7 _ (x—1)(x+7) x+7
2x—2 2x—1) 2
b) 4X*—40x+100 _
4x2—100
_ 4(x—10x+25)  4(x—5)° x5
4(x—50)  4(x+5)(x—5) x+5
0 3x°—6x* _
3x4+24x3—60x2
3x3(x—2) 3x(x—2) 1

T 3x(x+8x—20)  3x(x—2)(x+10) x+10

Halla, simplificando el resultado:

2 x—1
a) X—1+m b) 2x— )
x x* x2 x X x+2
2
5 3x 3 x=1
e) 2 2 f +1
) X xex Xt )[X‘HJ
9) x+1+ 8x h) X : x—2 22x2
x+5 x?2—25 3x+9 3x—9 3x2-—27
a) x*+1 b) 2x3—x+1
x+1 X?
0 X —2x*+4x—8 Ix—4
xt x(x+2)
5 2X2+2
e) - f) P
X (x+1)
x—1 —2
2 - h
9 x—5 ) 3(x—3)

Calcula el resultado, factorizando si conviene:
a) 2x—1 _2x2—6x+4
3x—3 3x*—6x+3
b) 3x2—12x+12: 6x3—54x
x?—5x+6 x*—6x2+9x

a) Factorizamos los denominadores:
3x—3=3(x—1); 3x¥*—6x+3=3(x—1)?
Por tanto, el m.c.m. de los denominadores es 3(x —1)2
Asi:
2x—1
3x—3 3x*—6x+3

2 —6x+4 _ 2x—1
3(x—1)

2x2—6x+4

3(x—1)°




18.

19.

20.

_(2x=1)(x—1)—(2x*—6x+4)
a 3(x—1)°
_ 23®—3x+1-2x*+6x—4 _ 3x—3
- 3(x—1)° B
C3(x=1) 1
T 3(x—1)° x—1
b) 3 —12x+12  6x*—54x _
X2—5x+6  x*—6x2+9x
3(x—2)°  6x(x+3)(x—3)
(x—2)(x—3)"  x(x—3)°
3(x—2)%x(x—3)°

3(x—1)°

_3(x—2) x-2

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro
Polinomios y fracciones algebraicas

a) A
xX—4 x—2
Luego:
1=A(x+2)+B(x—2)
six=2:1=4A = A=1/4
six=—-2:1=—-4B = B=-1/4

1 1/4 B 1/4
=4 x—2 x+2

b) 2x—1 _ 1/5 . 9/5

X+3x—4 x—1 x+4

3x+2 _ 2/3+ 7/3

xX?+3x X  x+3

_ A(x+2)+B(x—2)

B =
x+2 (x—2)(x+2)

Con esto:

0

T (—2)(x—3)-6x(x+3)(x—3)  6(x+3) 2(x+3)
Tipo IV. Operaciones con otras expresiones
Halla, simplificando el resultado: algebraicas
3x x+3
a) (2x—1):x+1 b) 3x—2 21. Sea P(x)=x*—1y Q(x)=—x*—x+2, halla:
x+1 a) P(x) —2Q(x) b) P(x)
) x=1 x+1 d) x+3 xX*—bx+4 x)
x “x+2 x—2 x*-9 <) Ax)—2
e) 3x‘—15x*+18x* x*+15x P()
x—8x+15  x*—25 a) 3x¢+2x—5 by _X*1
f) 5X=4 , x=2  5+20x+15 ) xre
x*—4  5x+15 x+2 0 -
2 +x—1 24 4x+3
a) % b) % 22. Para los mismos P(x) y Q(x) halla:
2 a) (P(x)+P(x))’
o Xtx—2 d) X2 b) (P(x))*+x?-Q(x)
X x—3 9 (P(x)—=0(x)) (P(x)+Q(x))
2 _ X
e) x*—2x f) po a) (x+1)°
b) 1—x3
Transforma, sin hacer la divisién, la expresion l% en su €) —2C+xt+4x—3
X
equivalente de la forma ¢(x) + r(x), en los casos: 23. Halla
®) d(x) a) (2x—x)’ b) 2(4x—3x)—(v/x —3)°
2x2—3x+5 243x—5 -
a) % b)% 0 —+1 \/;_\/_’_2‘
Jx X x
) x?—3x+5 d) x?
x—3 x—1 a) bx?—bxIx+x b) 7x — 9
2— x—/x
a) 2x2—3x+5 =2x—3+2 c) "
X \/_
x2+3x—5 3x—5 i = XTNX = XtVx :
b) > —1+ = 24. Dadas las expresiones E(x) <1 Y F(x) —1 halla:
0 X2=3x+5  x(x—3)+5 L5 a) E(1), F(1), E(4) y F(4)
x—3  x=3  'x—3 b) E(x) - F(x)
d X x*—1+1 (x+1)(x—1)+1 1
) 1 1 1 =x+tl+-— a) E(1) =0, F(1) no definido, E(4) = 2/5; F(4) =2
) . i b) E(x)F(x) =2
Descompon en fracciones simples: x+1
a) 1 b) 2x—1 . . .. .
X—4 X+3x—4 25. Racionaliza las siguientes expresiones:
3x+2 a) x+1 b) 1_\/; 0 L
x?+3x \/; \/;+1 \/;—\/x—l
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(x+1)\/; —x—1+2/x

x—1

a)
X
c) x++x(x—1)

b)

Tipo V. Aplicaciones

26.

27.

28.

29.

20

Expresa algebraicamente:

a) Cuatro veces x menos su décima parte.

b) El producto de dos niimeros consecutivos vale 462.

c) El precio de una entrada de cine es x mas el 6 por 100
de IVA aplicado sobre x.

d) El cuadrado de la diferencia entre x e y, mas el doble
del cuadrado de x.

X
a) 4x—=— b) x- (x+ 1) =462
) 4x m ) x- (x+1)

6
€) P=x+— d) (x—y)2+2x
) X+ 06 ) (x—y)

La altura de un cohete viene dada por la expresion

h(t)=50t—5t2, donde t viene dado en segundos y h(t) en

metros.

a) ¢Qué altura alcanza el cohete al cabo de 1, 2 y 5
segundos?

b) ¢Yalcabode 10 segundos? ;Comointerpretas este iltimo
resultado?

a) h(1)=50—5=45 m; h(2)=100—20=80 m;
h(5)=250—125=125 m.
b) h(10) =0. El cohete ha caido.

EL coste total, en euros, de la produccion de x unidades

de un determinado producto viene dado por la expresion

C(x) =100+/x+1000). Halla:

a) El coste de producir 16, 100, y 400 unidades. ;A cuanto
sale la unidad en cada caso?

b) Determina la expresion que da el coste por unidad
cuando se fabrican x unidades.

a) ((16)=100 J16+1000=1400 €. Cada unidad sale a
1400/16 = 87,5 €
C(100)=100\/1_00+1000=2000 €. Cada unidad sale a
2000/100=20 €
C(400)=100x/m+1000=3000 €. Cada unidad sale a
3000/400=17,5 €

b) El coste unitario es igual al coste total entre el nimero x
de unidades fabricadas. Esto es:

C(x) 100~/x+1000

X X

Halla la expresion que da la superficie de un triangulo
isosceles de perimetro 8 cm en funcion de la base x. Cal-
cula el valor de esa area cuando x=3.

Sea el triangulo de la figura, donde cada uno de los lados

iguales vale y.
Como su perimetrovale 8 = 2y + x =8 = y=8—;X

30.

31.

32.

2
Por Pitagoras: y2=h2+(g) = h= yZ_XZ

Sustituyendo el valor de y:ﬂ =
| 64—16x+xX?

2
LEZ N T y

El &rea del triangulo es A=% .

h

X
Sustituyendo h por su valor,

[1 —
A(x)= XGTZM =/ 4x2—x°

Para x=3, el area vale A(3)=+v4-9—27=3 cm?.

Fig. 3.1.

Una piscina rectangular esta rodeada por un pasillo enlo-

sado de 1,5 m de ancho. Si la piscina es 10 m mas larga que

ancha, halla:

a) Laexpresion que da el area del rectangulo que delimita
la piscina.

b) La expresion que da el area del pasillo enlosado.

La situacion es como la que se muestra en la figura.

X x+3
x+10

x+13

Fig. 3.2.

a) A(x)=(x+13)(x+3)=x2+16x+39

b) El area del pasillo es la diferencia entre el rectangulo de
fuera menos el rectangulo de la piscina.
P(x)=(x+13)(x+3)— (x+10)x=
=x?+16x+39—x*—10x=6x+39

Expresa (en funcion del primero de ellos) el producto de
tres nimeros positivos cuya suma es 60 y tal que el segun-
do sea doble del primero.

Sean x, y, z los nimeros.

Se sabe quey=2x;yquex+y+z=60 = 3x+z=60 =
z=60—3x

El producto de los tres niimeros es:
P=xyz=x-2x-(60—3x) = —6x° + 120x*

En la pared lateral de una buhardilla se quiere poner un
panel rectangular como el que se muestra en la Fig. 3.3.
Determina la superficie de dicho panel en funcién del lado
x de la base.

La superficie del panel es S=x(y + 1). Ver figura.

2,80 m
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Por Tales: 2—X __6 _1,80(6—x) 5. Halla el resto y el cociente de la division (x*—2x+1):(x—3)
1,80 6
1 80(6 X) C(x)=x*+3x+7; r=22.
Por tanto: S(x =2,8x—0,3x?
6. Calcula el valor numérico de P(x) =2x>*—9x+2 para x=—1

y x=2. ;Puedes dar un factor de P(x) de la forma x—a?

10 cuestiones basicas P(—1) =9; P(2) = 2. No, no tiene raices enteras.

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 10

. . > . 7. Sin resolver la ecuacion de segundo grado asociada al po-
minutos. Si fallas méas de dos te recomendamos que estudies un poco linomio Q(x) = x* + 7x, halla sus raices
mas. ’ ’
. Oy —7
1. Expresa algebraicamente:
a) La mitad de x més el cuadrado de y. 8. La expresion C(x)= 10x+100+/x+1000 da el coste (en
b) La velocidad es el espacio partido por el tiempo. . ) x )
c) La mitad de la suma de By b, por h. (Area de un trapecio.) euros) por unidad fabricada de un determinado producto,
cuando se fabrican x unidades de él. ;A cuanto sale la uni-
a) X Ty dad cuando se fabrican 10000 unidades?
b) y=5; 11,1 €
o2 B+b -h 9. Halla la expresion que da la superficie de un triangulo
2 equilatero en funcion del lado x.
V3
2. Halla: (2x—3)2— (2x+4) - (2x— 4) - "
—12x+18 10. Halla un polinomio de segundo grado que tenga por raices
x=—-1lyx=-2.
3. Simplifica 2X°+6x
X X2+3x+2
x+3
4. Halla (EX'HJ [ 2x+ %]
4,5 1
3 3 2
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Actividades

1.

De la ecuacion x>+ bx+c=0 se sabe que la suma de sus
raices es 2 y su producto —3. Encuentra dichas raices y los
coeficientes by c.

Planteamos las ecuaciones: =b=—2,c=-3.

Asi que la ecuacion propuesta es xX2—2x—3=0, cuyas solu-
ciones son 3y —1.

Resuelve la ecuacion v 2x2+1—~/x2—3=2

Vext+1-Vx—3=2 =
N2+ 1=VX—342 = 2+ 1=x"—3+4~/ x*—3
= X*=4x*—3 = x*=16(x*—3)= x*—16x2+48=0, ecuacion

bicuadrada que se resuelve haciendo
xX2=t, t—16t+48=0 > t=4y t=12 =

x=*2yx=+J12=+23

Resuelve las ecuaciones:
2 —
a) X3—X4=0 b) L+

1
x2+1 x+1 1-x
X 3x+1
) = +2=
) x+1 +2 X
2 __ —
a) w=0 se verifica si el numerador es cero:

x2+1
X*—3x—4=0, que resuelta da por soluciones x=—1y x=4,
ambas aceptables.
b) Quitamos denominadores en la ecuacién, quedando:
X1=—x)+x+1=3(x+1)(1—x) =
2x—x+1=-3x?+3 = 2x*+2x—2=0, ecuacion que nos
—1+/5
2
_ 3x+1 _ 3x+2: 3x+1 -
x+1 x+1 X
—3x2+2x=3x’t4x+1=2x=—1= x=—1/2.

aporta las soluciones x=

¢) Operando: —*_
) Op T+

Discute, sin llegar a resolver, la compatibilidad de los sis-
temas:

{4x—2y=—1

) —2x+y=>5
2x+y=2

b) {x—y=1
{x—2y=3

) —4x+8y=—12

Transformamos cada uno de los sistemas por el método de
reduccion:

{4x—2y=—1 o
3) —2x+y=>5

4x—2y=—1
2E2+E110=3

El sistema es incompatible.

b) { 2x+y=2 { 2x+y=2
x—y=1 E2+E1 [ 3x=3
El sistema es compatible determinado.
{x—2y=3 o {x—2y=3
) —4x+8y=—12 E2+4F1 | 0=0

El sistema es compatible indeterminado.

4x+by=5
—2x+y=4'
tomar b para que el sistema sea:
a) Compatible.

b) Incompatible.

Sea el sistema { calcula los valores que debe

a) Para que el sistema sea compatible determinado los coe-
ficientes de las incégnitas no han de ser proporcionales,
4 b
luego: —#—= b#—2.
927
b 5

b) El sistema sera compatible indeterminado si %:T:Z,

lo que nunca podra cumplirse.

24+x2=160
Halla la solucién de {y X_
x—y=8
Despejando x en la segunda ecuacion y sustituyendo en la pri-
mera: Y2+ (y+8)2=160 = 2y*+16y—96=0 = y=-12 e
Y =4, que dan para x los valores x= —4y 12 respectivamente.

Problemas propuestos

Tipo I. Ecuacién de primer grado
y problemas relacionados

1.

Expresa mediante una ecuacion las siguientes relaciones:

a) La suma de un nimero par, su anterior y su posterior
vale 60

b) La suma de tres nimeros impares consecutivos vale
213.

) Elcuadrado de la suma de dos niimeros es igual al doble
de su suma.

a) 2n+2n—2+2n+2=60 < 6n=060
b) 2n—1+2n+1+2n+3=213 & 6n+3=213
c) (@a+b)*=2(a+b)

Escribe una ecuacion lineal que no tenga solucion. Y otra
que posea infinitas.

Sin solucién: x+3x—1=4x+2
Indeterminada: —2x +5+x=6 —x—1 (es una identidad)

Resuelve las ecuaciones :

a) L=_L
x+1 x+4
b) x=1_2(x+2) _3x+1
4 3 6
a) 2 1 oot = x-1=x=-3

x+1 x+t4



b)
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x—1_2(x+2) :% quitamos denominadores como en

4 3
a) quedando: 3x—3—8x—16=6x+12 = x= —21/11
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El primer coche que salié de Sevilla, ha circulado durante 2
horas y 20 min, o sea, 2 +% h = % h 'y ha recorrido 90- %:
210 kilémetros.

4. Halla la solucién: El segundo coche ha recorrido esos mismos kilometros en 2
a) |x+3|={+3 b) | x|= 1-—x horas, luego su velocidad ha sido: 2%0=105 km/h.
3 2
5] x*2|_ . Tipo ll. La ecuacion de segundo grado
y problemas afines
a) Como | x+3|=[—x—3|la igualdad es cierta si: 9. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:
x+3=2435x=0 o a) 3x*+x=0 b) 3(x+1)? = 27
3 5 o C) 4x? —4x — 35 =0 d) —2(x—5)? — 8 =0
—x—3=%43 =Sx=- =7 e) (1-2x)? + 3x = 2(x+2)* + 2
. . 1—x . . .
b) Analogamente al caso anterior, de |X|=T deducimos a) Sisacamos factor comin: x(3x+1)=0=>x=0 0 3x+1=0,
dos ecuaciones : dal L lucion x= 1
1—x 1 que nos da los valores so uc1onx—0yx——§.
X=——Sx==
2‘1 3 b) Pongamos (x+ 1)2:23—7:9 = x+1=*+/9=%3 y nos re-
—X
Tx= T =x=1 sultan las soluciones, para +3: x+1=3 = x=2; y para —3:
c) Para este caso: Xt1=-3 = x=—4
x+2 c) Aplicamos la formula general:
—— =x—2 =>x=3 2
5 —(—4)EN(—4)' 4435424
D 4 x= 7 = es decir,
———=x—2=Xx==
5 3 x=7yx=-5/2.

5. Tres operarios trabajan en total 96 horas semanales en una d) Como en el caso b), si despejamos (x — 5)% nos queda:
cadena de produccion. Si el t1en.1po dedicado por uno de (x—5)2=i=—4 lo que es imposible pues el primer miem-
ellos a este fin son los 3/5 del tiempo empleado por otro T2 . B B
y éste los 5/8 del dedicado por el tercero, ;cuintas horas bro siempre es positivo. Esta ecuacion carece de solucion
semanales permanece cada trabajador en la cadena? real.

e) (1—-2x2+3x=2(x+22+2=2x¥-9%x-9=0=
Llamemos x las horas semanales de trabajo del tercer opera- . 9*++/153
rio, entonces el segundo dedica 3 x Y el primero 3 EX: ix; 4
5 s 8 58 8 10. ;Cuanto tiene que valer ¢ en la ecuacion 3x2+5x+c=0
asi que, §X+§X+X:96 = 2x=96 = x=48 horas. El segun- para que posea dos, una o ninguna solucién?
do operario trabaja 30 h y el primero 18 h. El discriminante de la ecuacién es: A=25—12c =

6. Halla tres miltiplos consecutivos de 3, cuya suma sea 54. [ c <i_2 tiene 2 soluciones
Si el primer miltiplo de 3 es 3x, el siguiente serda 3x+3 y el 2 ..
siguiente 3x + 6. €=7 solucién doble
Imponiendo la condicion de la suma: 25
3x+3x+3+3x+6=54 9x=54—9=45 x=5. Luego los c >1— solucién imaginaria
maltiplos consecutivos son: 15, 18 y 21. L

7.  Se mezclan 50 litros de aceite de girasol de 0,99 €/l con 11. Enx*+bx—2=0, ;qué tipo de soluciones te vas a encon-
aceite de 0,78 €/l, obteniéndose una mezcla de 0,9 €/L. trar para cualquier valor de b?
¢Cuantos litros se han empleado del aceite mas barato?
El discriminante A =b%+8>0 = 2 soluciones reales
Llamemos x los litros empleados del aceite de 0,78 €. El valor
monetario de los 50 + x litros de mezcla es: (50+x)-0,9 €, 12. ¢Qué valor o valores de ¢ hacen que la ecuacion
que coincidira con el valor, en euros, de los liquidos que la 5x2—2x+ c=0 tenga solucién doble?
componen: x-0,78 +50-0,99 es decir,
(50 +x)-0,9=x-0,78 4+ 50-0,99 = 750 = 20x = x = 37,5 litros Para que tenga solucion doble: A=4—20c=0= c=1/5
8. Un automévil parte de Sevilla a una velocidad constante 13. Dos operarios realizan una obra en 12 dias, trabajando

conjuntamente. Uno de ellos emplea 10 dias mas que el
otro si trabaja sélo. ;Cuantos dias necesita cada obrero
para completar la obra en solitario?

de 90 km/h. Veinte minutos después parte otro coche en
su bisqueda, alcanzandole a las dos horas. ¢A qué veloci-
dad circulé el segundo coche?

23



14.

15.
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Trabajando solo un operario tarda x dias y el mas lento
x+10. En un dia, el primero hara 1 de su trabajo y el segun-

do

; si trabajan conjuntamente hacen L de obra por
x+10 12

dia, luego: 1, 1 xrioex 1 12(2x+10)=
x x+10 12 ~ x(x+10) 12

= =x(x+10) = 24x+120=x+10 = x*—14x—120=0

ecuacion que resuelta da por soluciones 20 y —6 dias, siendo

valida Gnicamente la positiva. Asi, cada trabajador emplea 20

y 30 dias en hacer la obra.

x+10+x 1

La suma de los cuadrados de la edad actual de un mu-
chacho y de la que tendra dentro de dos aios es de 580.
¢Cuantos aios tiene el chico?

Si tiene actualmente x afios, dentro de dos tendra x+2
anos.

Las condiciones del problema imponen que x* + (x + 2)? =580,
que desarrollando, reduciendo términos semejantes y divi-
diendo por 2 nos da la ecuacion:

x?+2x—288=0, con soluciones x= —18 y x=16. La negativa
no es valida.

Dos fuentes llenan un depésito en 6 h y una sola de ellas lo
llenaria empleando 12 h mas que la otra. ;Cuanto tiempo
tardara cada una en colmar el depédsito?

Observacion: Este problema es similar al resuelto n.° 2, pero
dara lugar a una ecuacién de segundo grado.

Sean x las horas que tarda en llenar el depésito la fuente con
mayor caudal. En una hora, cada fuente rellena 1/xy 1/(x + 12)
del depbsito, respectivamente, y las dos conjuntamente, 1/6
del mismo; por tanto:

1 1 1

x x+12 6

Al quitar denominadores nos resulta:

6(x+12) + 6x=x(x+12) = 6x+ 72+ 6x=x*+ 12x =

> xX=72= x=tJ72=+6J2 cuya solucidn positiva es la
(nica admisible, por lo que las fuentes tardaran en llenar el
depdsito 6x/3y 6/ 2 + 12 horas.

Tipo Ill. Ecuaciones reducibles a cuadraticas,
racionales y polinémicas.

16.

24

Resuelve las ecuaciones:
a) Vx—4=112
b) x— Jx=6

c) ZX—J;:%

d) /21x—6=3x

a) VX—4=~12 =X —-4=12=Xx=16=>x=*4
b) x—vx=6=>x—6=vVx = (x—6)2=(/x )=
X*—13x+36=0 que la solucion positiva, (nica valida es x=9
X
c) ZXfJ;:T, vamos a quitar denominadores y pasamos al
X

primer miembro todos los términos: 2xvx -x = x=

17.

18.

19.

2x(\/—-1) —0=x=00+Vx=1=x=1es lasolucién
valida.
d) Elevando al cuadrado se obtiene:
21x—6=(3x)? = 21x—6=9x*
Simplificando: 3x2 —7x+2=0.
72N 49—4-3-2 7*5
Las soluciones son: x= 6 = 6 '

. 1
esdecirnx, =2y x,=—.
3

Ambas soluciones son validas, seglin puedes comprobar

Halla la solucién y comprueba los resultados:
a) 3x++/3x—1=1

b) 2x —3+/x —3=x+3

) V2x—1=/3x—2+1—x

a) Dejamos la raiz en el primer miembro y elevamos al
cuadrado:
3x—1=(1-3x)%
Desarrollando y agrupando:
3x—1=1+9x%—6x = 9x*—9x+2=0

que tiene por soluciones x, = % y x2=%. Sélo es admisible
1/3 como solucion.
b) En 2x—3+/x—3=x+3 aislamos la raiz en el segundo miem-

bro: x—3=3vx—3 = (x—3)*=9(x—3) = x2—15x+36=0
cuyas soluciones 3y 12 son ambas validas.
c) Elevamos los dos miembros al cuadrado:

2x—1=3x—2+1—x+2J(3x—2)(1—x) =
0=2+/(3x—2)(1—x) = 0=4(3x—2)(1—x) que nos propor-

ciona x=1y x=2/3 (ésta no es valida) como soluciones.

Calcula las soluciones de:
a) x*—9x2=0

b) x‘—8x*+16=0

c) 2x*+x*—3=0

d) x*—3x?4+2=0

) X*—9x=0 = x(x*—9)=0 = x*(x+3)(x—3)=0 que da
las soluciones x=0, x=3y x=—3

b) x*—8x*+ 16 =0 es una ecuacién bicuadrada que haciendo
x*=t, nos queda: t?—8t+ 16 = (t—4)*=0 dando por raiz
t= 4y por tanto, x= +J4=+2

€) 2x*+x*—3=0 también es bicuadrada por lo que con x*=t
queda 2t2+t—3=0 que proporciona t=1 Gnica solucion
positivay x= *1.

d) X2:3t— “29_8:][iz>x=+\/§yx=+1

Halla las raices de las ecuaciones:

a) (x*—1)(x*+3x)=0

b) x*+2x*—x*+4x—6=0

€) 2x—3x*+x=0

a) Si descomponemos en factores los términos de la ecuacion
(=1 +3x)=0 = (x+)(x—x(x+3)=0 = x=1,
x=—1,x=0y x=—3son las soluciones.

b) Tanteamos las raices de x*+2x*—x*+4x—6=0 dividien-
do por Ruffini, que nos da:
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1 2 4 -6
1 1 3 2 6
1 3 2 6 (o
-3 -3 0 -6
1 0 2 (o

soluciones reales son x=1y x= —3, quedando el polino-
mio x*+ 2 =0 que tiene raices imaginarias.

c) En 2x*—3x*+x=0 sacamos factor comin x:
x(2x* —3x+ 1) =0; el polinomio del paréntesis nos da las rai-
ces x=1y x=-1/2, que junto a x=0 del factor comln
tenemos las raices de la ecuacion propuesta.

2 -3 0 1
1 2 -1 -1

2 1 (o
1 2 1

2 1 (o

-1/2 -1

20. Resuelve:

1-4x 5
a) —= by —— =
) 2x2—1 0 )2x2—1 0
2—3x+2 -2 4
C) i:o d) =
x+1 3x—1 1—x
x—2 x+4 8
e) = ==""— f) 3x2+1=
x+1 x+2 ) x*+1
1—4x _
a) o 1:o, el numerador debe anularse = 1—4x=0 =
2
x=1/4
b) o 1:0, como 5 # 0 esta ecuacion nunca puede anularse.
2—
2
C) %:o equivale a que el numerador se anule:
X

X¥—3x+2=0=>x=2yx=1

d) Para quitar denominadores, multiplicamos en cruz:

T2 _ 4 L o4x=12x—4>10x=2=x=1/5
3x—1 1—x
e) Multiplicamos en cruz: X—2_xté > xX—4=x+5x+4
x+1 x+2

= 5x=—-8=x=-8/5

f) Quitamos el denominador: (3x°+1)(x*+1)=8 = 3x* + 4x*
+1=8 = 3x*+4x2—7=0; esta ecuacion bicuadrada que
con el cambio habitual x*=t nos da como soluciones vali-
dasenx = *1.

Tipo IV. Ecuaciones de dos incégnitas
y sistemas lineales.

21. Resuelve por sustitucion:

xty_ _
2x—3y=2 wl 2 y+1
) 6x—y=1 ) XY _4_
2

22.

23.

24.
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{2x—3y=2 {2x—3y=2 {2x—3(6x—1)=2

6x—y=1 y=6x—1 y=6x—1
x=—
—16x=2—-3 o 16
y=6x—1 =6l—1=—2
LT 8
x+y
—Z =—y+
12 y+l o [xty=eay | [x=2-y
) X_J/_l_ X—y=2—2x 3x—y=2
—=1-x
2
2 4
{x:2—3y - {x=2—3y - L
3(2—3y)—y=2 4—10y=0 y=£
Resuelve por reduccion:
)_t+3_/=3 x+1_'_y—1=0
2 3 b 2 3
3) x=Y—_1 ) x+y—2_1
3 2
%+%:3
a) v At
x=3=-1
Xy X,V —9-2—7
2+3 3 2+3 3 y
X, .0 b T ,24
F2+F1 | 2772 x=3 3
b) Si en el sistema 4 5 quitamos denominadores
Y=L
2
3x+2y=—1
queda: x+y=5 y
E1—3F2 Jx=—1-10 x=-11 x=—11
x+y=5 —11+y=5<:> y=16
2x—ay=—3
Halla el valor de los parametros ay b en 1 ,
—§x+ay=b

para que x =2, y =3 sea solucion del sistema.

Sustituyamos en el sistema las soluciones:

0=
5-3a=—3 3
2 2 22
— = +3a=b b=g— <=2
3 3 8

Aiade a la ecuacion 6x — 2y = —3 otra ecuacion, de forma
que resulte un sistema:

a) Determinado. b) Indeterminado. c) Incompatible.

25
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a) Para que el sistema sea determinado afiadimos una ecua-
cion que tenga coeficientes no proporcionales a los de la
dada, por ejemplo, x+y=0

b) En este caso la segunda ecuacion es proporcional a la pri-

mera: 2x—2/3y=—1 28.
c) La segunda ecuacién debe decir algo contradictorio con la
primera: 6x—2y=1
25. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
x+y+z=1
2x+3y—4z=9
x—y+z=-1
Lo resolvemos por el método de Gauss.
x+y+z=1 x+y+z=1
2x+3y—4z=9 o F2—2F1 y—6z=7
x—y+z=-1 E3—F1 —2y=—2
x+1-1=1 - x=1
= 1-6z=7 - z=-—1
y=1
La solucion es: x=1; y=1; z=-1.
26. Resuelve los sistemas: 2x—4y+£=1
2x—y+z=3 2
a) § x+2y+z=1 b) %—z=3
4x+2y—3z=11
2y—z=11
2X—y+z=3
a) En el sistema § x+2y+z=1 ponemos en primer lugar la
4x+2y—3z=11
segunda ecuacion y 29.
x+2y+z=1 x+2y+z=1
F2—2f14 5% 1tz=-1 & Sy+z=-1
E4—4E1 | —6y—T72z=7 6E2+5E3 | —29z=29
x=2
y el sistema escalonado nos da las soluciones: 1 y=0
z=-1
2x—4y+§=1
b) En el sistema %—z=3 multiplicamos la segunda
2y—z=11
ecuacion por 2 y la cambiamos por la primera quedando:
X—2z=6 X—2z=6
x—by+i=1 & E2—2F1 —4y+§z:—11 &
2 30.
2y—z=11 2y—z=11
_14
X—2z=6 5
9 _14_77
2E3—F28 —4yt52z=—11 & V=% T g
9 22
—z=11 z=—
2 5

27. Dos nimeros se diferencian en 53 unidades. Al dividir el
mayor entre el menor, se obtiene de cociente 2 y resto 21.
Calcula cada nimero.

26

Sea el nimero mayor e y el menor. Se cumple:
x—y=53 = x=285,y=32
x=2y+21
Se mezclan dos tipos de pipas de girasol, de 6,6 y 8,7
euros/kg, respectivamente, obteniéndose 200 kgs. Al se-
carse, pierden un 12 % de su peso, vendiéndose el conjun-
to a 9,6 euros/kg. ;Qué cantidad de cada clase de pipas
se tenia en un principio si el valor de la venta ha sido el
mismo?

Sean x e y los kilos originarios de cada tipo de pipas.
Nos dicen que x +y = 200.
Ademas, al perderse un 12% = 0,12 de peso, nos quedara 0,88
por cada kilogramo, en total 200-0,88 =176 kilos.
El valor de esas pipas es: 176-9,6 = 1689,6 €.
El valor inicial era 6,6x + 8,7y €.
Como son iguales: 6,6x + 8,7y = 1689,6.
Se obtiene el sistema siguiente, que resolveremos por
sustitucion:
x+y=200 y=200—x
{6,6x+8,7y=1689,6 A { 6,6x+8,7y=1689,6 <

y=200—x y=200—x
{ 6,6x+8,7(200—x)=1689,6 { 6,6x—8,7=1689,6—1740
y=200—x
y=200—x
{ —2,x=-50,4 < X:% _24

Se mezclaron, entonces, 24 kg de un tipo e y=200— 24 =176
kilos del otro tipo de pipas.

Halla las dimensiones de un rectangulo sabiendo que el
lado mayor es g del menor y que si éste aumentaen 2 m la

. . 3
relacion se convierte en E.

Sea x el lado mayor e y el menor. Se verifica:

5 . . . .
X:§ y en sus dimensiones originales y al aumentar el peque-

fio en 2 m se cumple que: X:% (y+2)-

X==y
Estas relaciones forman el sistema

XZE(_V'FZ)’

cuya solucion es: x=30m, y=18 m.

Un cicloturista recorre 87 km en 4,5 h. La primera parte
de la ruta es cuesta arriba y su velocidad es de 15 km/h,
mientras que la segunda parte es descendente y su veloci-
dad se eleva a 42 km/h. Halla la longitud de cada tramo.

Si denominamos por x los km del tramo ascendente e y los del
tramo descendente. La relacion de la cinematica: espacio =
velocidad - tiempo, (e = vt) nos proporciona las relaciones:
x=15-t, y=42-(t—4,5), pues 4,5 h es el tiempo empleado
en todo el recorrido.

Ademas, el total de kilometros establece que x +y =87, luego
se tiene el sistema:



31.

32.

33.

34,
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= . X
x=15-1 o 412=4,5fﬁ 14x+5y=945
y=42-(4,5—1) Xhy=87
x+y=87 x+y=87

g . 170 _91
La solucién que proporciona es x—T km ey—? km

Discute, segiin los diferentes valores de g, el sistema:
X,y

— 4=
35 6
_y_
ax—3
-1/3 1/5 |6 5
El sistema es incompatible si —/=L¢—=> a=—
a 12 1 6

y por tanto determinado si a diferente de 5/6. Nunca sera
indeterminado.

y=a
2 , hallaay b para que el siste-
3x+by=2

Dado el sistema

ma sea determinado, indeterminado e incompatible.

El sistema es incompatible cuando _Tl:%;e% que ocurre si
b=-3/2ya+#—-2/3
Determinado es si b # —3/2, cualquiera que sea el valor de a.

La suma de las tres cifras de un nimero es 8. Si se cambian
la cifra de las decenas por la de centenas, el niimero resul-
tante es 90 unidades mayor. Ademas, la diferencia entre
la cifra de unidades y el doble de la de decenas nos da la
cifra de las centenas. Halla el namero.

Sea el ndmero xyz, cuyo valor serd: 100x + 10y + z. En estas
condiciones, pondremos las relaciones entre sus cifras:
x+y+z=8,z-2y=x.

Respecto al valor del namero, las condiciones del enunciado
nos dan: 100y + 10x +z = 100x + 10y + z + 90. Estas ecuacio-
nes forman el sistema:

x+y+z=8 xty+z=8
z—2y=x & 4 xt+2y—2z=0 =
100y+10x+2z=100x+10y+2z+90 90x—90y=—90
x+y+z=8
&> 3 x+2y—z=0 que podemos resolver escalonadamente,
x—y=-1
x+y+z=8
resultando: &y X—¥Y=—1  esdecirx=1,y=2, z=5.
5x=5

El nGmero es 125.

Una empresa ha invertido 73000 € en la compra de orde-
nadores portatiles de tres clases A, By C, cuyos costes por
unidad son de 2400 €, 1200 € y 1000 € respectivamente.
Sabiendo que, en total, ha adquirido 55 ordenadores y que
la cantidad invertida en los de tipo A ha sido la misma que
la invertida en los de tipo B, averiguar cuantos aparatos ha
comprado de cada clase.

Supongamos que el nimero de ordenadores que se compran de
las clases A, By Cson x, y, z respectivamente.

35.

36.
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Cantidad invertida: 2400x + 1200y + 1000z = 73000 =

12x+ 6y +5z=1365

N° de ordenadores: x +y +z =55

Relacion entre cantidades: 2400x=1200y = 2x=y. Asi te-

nemos el sistema:
12x+6y+52=365
x+y+z=55
y=2x

= (sustituyendo y = 2x)

{48x+ 10z=730
3x+z=55

x=10,y=20,z=25

E1—10E2 { 18x=180
3x+z=55

En los tres cursos de una diplomatura hay matriculados
un total de 350 alumnos. EL nimero de matriculados en
primer curso coincide con los de segundo mas el doble de
los de tercero. Los alumnos matriculados en segundo mas
el doble de los de primero superan en 250 al quintuplo
de los de tercero. Calcula el nimero de alumnos que hay
matriculados en cada curso.

Si el namero de alumnos de 1°, 2° y 3° son x, y, z, respectiva-
mente, se tiene:

x+y+z=350 x+y+z=350
x=y+2z & x—y—2z=0 =14
2x+y=5z+250 2x+y—5z=250
x+y+z=350
& 2-A1 —2y—3z=—-350 &
E3—2E1 | —y—7z=—450
x+y+z=350
= 2y+3z=350 = z=50, y=100, z=200,
2E3+E2 | 11z=550

En la fabricacion de cierta marca de chocolate se emplea
leche, cacao y almendras, siendo la proporcion de leche
doble que la de cacao y almendras juntas. Los precios
de cada kilogramo de los ingredientes son: leche, 0,8 €;
cacao, 4 €; almendras, 13 €. En un dia se fabrican 9000
kilos de ese chocolate, con un coste total de 25800 €.
¢Cuantos kg se utilizan de cada ingrediente?

Sean x, y, z los kilos de leche, cacao y almendras, respectiva-
mente, que se emplean cada dia.
Debe cumplirse:
x+y+2z=9000
x=2(y+2)
0,8x + 4y + 13z2=25800
Queda el sistema:

x+y+z=9000 =
x—2y—2z=0 E2+2F1
0,8x+4y+13z=25800 E3—4F1
x+y+z=9000

3x=18000

—3,2x+9z=—-10200

Despejando x en la segunda ecuacion y sustituyendo en la ter-
ceray en la primera ecuacion, se obtiene: x=6000; y=2000;
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z=1000. Se utilizan 6000 kg de leche, 2000 kg de cacao y

1000 kg de almendras.

Tipo V. Sistemas no lineales.

37.

38.

39.

28

y=x

Resuelve el sistema {y y representa graficamente

=x2

las soluciones.

y=x

Lo resolvemos por igualacion: {y=x2 = Jx=x= x=x*
= x—x=0 = x(¥*—1)=0 = x=0,x=1
Parax=0, y=0; parax=1, y=1. 0 sea, los puntos solucion

son (0, 0) y (1, 1).

Fig. 4.1.

Resuelve los sistemas:
y+x_ E

a) 6 6
xy=6

y—x=x—1 xX—y=4
d
9 {Xz+y2=2 ){xz—y2=24

2 2—
b) {2x +3y2=11
xy=2

ytx x+y=5
a)q 6 &1 6
xy=6 Y=y

5
"6 — x=§ =5 = x*—5x+6=0,

con soluciones x=3 y x=2, lo que induce y=2 e y=3,
respectivamente.

2x2+3y2=11 . .

b) J[xy—zy , despejamos y=2/x en la 22 ecuacién y

sustituimos en la 1% 2x2+%:11:> 2x*=11x*+12 = 0,
X

ecuacion bicuadrada que nos proporciona las 4 soluciones,
X=*2yx= i\/?/z y sus correspondientes de y==*1 e
y=i4/\/?.
o e
Xe+y?=2 X+ (2x—1)"=2
= 5x2—4x—1=0
nos da x=1y x=—1/5 como soluciones, induciendo los
valoresdey=1ey=-7/5
x—y=4 x=4+y
9 {xz—y2=24 {(4+y)2—y2=24

= X+H4x2+1—4x=2 =

desarrollando la segunda ecuacién obtenemos, 16 + 8y = 24
=Sy=1=x=5

Las longitudes de la altura y la base de un rectangulo cuya
area mide 20 cm? son dos niimeros enteros consecutivos.
¢Cuanto mide la altura?

40.

Llamemos x y x + 1 las longitudes de los lados del rectangulo,
por ello: x(x+1)=20 = x¥*+x—20=0 = x=4 como (nica
solucion aceptable.

Encuentra las dimensiones de un rectangulo de perimetro
110 m y area 700 m2,

Designemos por x e y las longitudes de los lados, entonces
puede plantearse el sistema:

2x+2y=110 Xx+y=55
{xy=700 {Xy=700
cion y sustituimos en la 22: x(55—x) =700 = x*—55x+ 700
=0 = x=35, x=20 que inducen los valores de y=20 e y = 35.

= despejamosy en la 12 ecua-

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 10 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1.

Encuentra tres soluciones de la ecuacion —x+5y=10y
haz una representacion grafica de la misma.

x= 5y — 10 = tres pares de valores solucion pueden ser: y =2,
x=0;y=1,x=-5y=3,x=5.

x=3
¢Son equivalentes los sistemas {Jﬂ‘: 1y

{y—1=3 5
2 2

2x=y—-2"

No, ya que x=3, y=4 es solucion del primer sistema y no lo
es del segundo.
x+y=0

y 1 de modo que re-

Anade una ecuacion al sistema {

sulte incompatible.

Por ejemplo, una ecuacién contradictoria con la primera:
x+y=5

. x—2y=-1
Resuelve el sistema _
yt+1l=—x
x—2y=—1
y+l=—x
x=2y—1
2y—1=—y—1=y=0,x=—1
{—y—lzx S 2y y = y=0, x
x=—1+
Encuentra graficamente la solucién del sistema J[ y
x+y=1

La solucion puede verseesx=0ey=1
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Resuelve la ecuacion (x+2)(3x—1) =0.

x+2)3x—1)=0=>3x+5x—2=0=>x=-2,x=1/3

3 2
Halla las soluciones validas de ¥ -:x =0.
x
3 2
X;X =0 = X +xX=x(x+1)=0 = x=—1 (x=0 o puede
admitirse).
Resuelve la ecuacion \/2—; =X
gzx = Jx =2x = x=4x = x(hx—1)=0 = x=0y

x= 1/4 son las soluciones, ambas validas.

9.

10.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

x—1
11y g 17y
Razona si los sistemas | 2 V) 2x—y=1 son
2x-y=1 y=3x—1

equivalentes sabiendo que x=y=1 es solucion del primero.

No, ya que la tercera ecuacion del segundo sistema no es satis-
fecha porx=y=1

Un padre tiene 36 afnos y su hija 6. ;Dentro de cuantos
afios la edad del padre sera triple que la de la hija?

Si esto ocurrira dentro de x afios, las edades respectivas se-
ran: 36 +xy6+x;

y la relacion entre ellas, el triple: 36 +x =3(6 + ).

La solucion de esta ecuacion es x =9 afios.
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Actividades

Un vendedor de libros tiene un contrato con una editorial,
por el cual percibe 300 euros de sueldo fijo mas 90 euros
por enciclopedia que venda. Recibe una oferta de trabajo
de otra editorial, por la que le ofrecen 140 euros por cada
venta, pero sin remuneracion fija. ;Cuantas enciclopedias
debe vender para que le convenga, econémicamente, cam-
biar de editorial?

Si x es el nimero de enciclopedias vendidas, para la primera
editorial cobra: 300 +90-x y para la sequnda, 140-x. Si que-
remos que 300

300 + 90x < 140x esta condicion se cumple si x >————=6
140—90

Halla el conjunto de soluciones del sistema { 2x+3<5
5—x<7

X<E_1
2 & —2<x<1

5-7=2<x

U

{2x+3<5
5—x<7

Halla la solucion de las inecuaciones:

a) Las soluciones de la ecuacion x* —2x—3=0sonx=—1y
x=13, por lo que
Xx*—2x—3=(x+1)(x — 3). A la vista de los signos de cada
binomio, se forma la tabla:

—o0 -1 3 +oo

donde se deduce que en el intervalo (—1, 3) el trinomio
x*—2x—3 es negativo.

b) La ecuacién x2—2x+2=0 no tiene solucidn real, resultan-
do que para todo valor de x, x*—2x+2 es mayor que 0 por
lo que la inecuacion propuesta no tiene solucion.

€) x*+4=0, como en el caso anterior, no tiene solucién
real y x*+4 es siempre positivo, siendo todo nimero real
solucion.

Halla la solucién de la inecuacion (x*—4)(x—1)(x—5)<0.

Estudiamos el signo de cada uno de los factores:
-2 1 2 5 o

!
|
J’_
+ o+ o+
+ o+ o+ + o+

La solucion es:

Encuentra las soluciones de las inecuaciones:

x2—4 x*+1
< 2<
3 0 x+1 b) X

a) Como x*—4=(x—2)(x+2) podemos formar la tabla:

—© —2 -1 2 o

Donde vemos la solucién [—2, —1)U[2, =)

x+1 x¥+1

b) 2< o 0<

2= 0<

2 _ _ 2
x~l—1 2x@0<(x 1) ya

que (x —1)2 siempre es positivo, el signo del cociente de-
pende de x, asi que la solucion es el intervalo (0, )

Resuelve la inecuacién |x2—6x|<5 .

|x2—6x|<5 S S5 <—6x<50<x—6x+5y
X—6x—5<0

La solucion de 0< x*—6x+5es x<1 o x>5:
xe(—,1)U(5,+=)

La solucion de xX*—6x—5<0 son todos los puntos del inter-

valo, (3v14,3++/14)

pues las soluciones de x*—6x—5<0 son x=3—V14 vy

x=3+14

Por tanto, la solucién de |x2+6x|<5 son todos los valores de
xe (3—14,1)U (5,3+/14)
Halla la solucion de las inecuaciones:

V 2x+2
a) Vx—1=-1 b) 3

<1

a) Vx—1=—1= (Vx—1)’=(-1)’ 2 x—1=1 = x=2; pero
para que exista laraizx—1=0 = x = 1, asi que la so-
lucién sera: [1, ©)N[2, )= [1, =)

\V2x+2

b) 1=
3
2 9-2 7
(V2x+2) ' <3=2x+2 <9 :>X<T:E;

de nuevo, para que exista el numerador 2x+2 = 0 =
x =—1. Asi pues, la solucidon global es
[-1, ®)N (=2, 7/2) = [-1, 7/2)

2x—y >1
Halla la solucién grafica del sistema { y
5x+10y < 30
2x—y>1 2x—y>1
5x+10y < 30 X+2y <6
v
\4:
(8/5, 11/5)




Problemas propuestos

Tipo l. Inecuaciones de primer grado.

1.

Resuelve las inecuaciones:

a) 3x< 0 b)§>_1
x 2 2 -1
C —Z<= d) <=
) 1-5=3 ) <2
a) x<0 b) x= -5
2 -1 X
c) x=2/3 d—<—=2">-2=x>—4
X 2 2
Halla el intervalo solucion de las inecuaciones:
X X x+3 x—-1
a) Z—px <1-2= py2r=2 -2 -
) 3-5x<1-3 )=, < 1

a) ;_‘_5,( <1— ’2_‘:> 2x—30<6—3x = —6<25x = —6/25 < x
S B SRS S SNV MINE e

Halla el intervalo solucion de 3_1 < El
XX x X

3 1 = El (multiplicamos por x? los dos miembros) =
X X X
3—x<bx=3<6x= 1/2<x

Un pastor afirma que en su rebafio de 120 ovejas, el triple
de las churras es mayor que el cuddruplo de las merinas.
¢Qué nimero minimo de ovejas churras tiene el rebafio?

Sean x el ndmero de churras: 3x>4(120 —x) = 7x>480 =
Xx>480/7 =68,57 = x=69 ovejas.

Halla los valores de a para los que el punto (-3, 1) es
solucién de la inecuacion ax — 2y > —2

Si el punto (=3, 1) es solucién, se debe cumplir:
—3a—2>-2=a<0

Tipo Il. Inecuacion de segundo grado.

6.

Resuelve las inecuaciones siguientes:
a) x(x+1)<o0 b) —2x*+10>26
) 4x*+4x>0

a) x(x+1)<0 lasraicesson —1y 0, por lo que:

—x -1 0 +o0
x+1 - + +
be = = 3
(x+1)-x s = 4

Y la solucion seré el intervalo: (—1, 0)

b) —2x2+10>26 = 2x*<—16 ;jque es imposible!

€) 4x*+4x>0 = 4x(x+1)> 0y recordando el caso a) la so-
lucién es el intervalo unién de (—o, —1)U(0, )

Halla el intervalo solucion de:

a) 4x*+4x+1>0 b) —2x*+9x+18<0

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro
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a) La ecuacion 4x*+4x+1=0 tiene una solucién doble
X= —%, por lo que: 4x*+4x+ 1= 4(X+%)2 que siempre es
positivo, luego lainecuacion 4x? + 4x + 1> 0se cumple para
todo R—{—%}.

b) Si cambiamos de signo la inecuacién nos queda:
2x*—9x—18>0. Como las raices de la ecuacion
2x*—9x—18=0sonx=6 yx:—g,
2x*—9x—18=2(x—6)(x + %) y construyendo el diagrama:

—00 —3/2 6 +oo
x+3/2 - + 1
x—6 — — +
(x+3/2)- (x—6) I = e

vemos que en los intervalos (—, —3) y (6, ») se verifica
que 2x2—9x—18>0. 2

Halla graficamente la solucién de las inecuaciones cuadra-
ticas:

a) 2x2+9x<<0

c) (x+1)(x—3)>0

b) 3x2—27>0

a) La parabola y=2x*+9x corta al eje de abscisas en los

puntos 2x2+9x=x(2x+9)=0, es deciren x=0y x=—§.

Su grafica evoluciona como se muestra y es negativa en

9
(_? 0).

Fig. 5.2.

b) La parébola y =3x®— 27 corta al eje 0X en x= £3. En este
caso la grafica aparece como en la Figura y las semirrectas
solucion son las representadas.
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c) La pardbolay= (x+ 1)(x — 3) =x* — 2x — 3 interseca al eje de
abscisas en los puntos x=—1y x= 3. La Figura nos muestra
la solucion:

ANARDA

I 1 1
T T T T T
-3-2— 128 4%

—2\L
-3
—4 4

Fig. 5.4.

Se dispone de un terreno en forma de triangulo rectangulo
en el que un cateto tiene triple longitud que el otro. ¢A
partir de qué largura del lado menor la superficie del te-
rreno es superior a 37,5 m??

3x
Fig. 5.5.
Sea x la longitud del cateto menor y entonces 3x sera la del
2
mayor. El area del triangulo es A=%x-3x=37x que ha de su-
perar los 37,5 m?. Luego

2
3TX>37,5:>3x2>75:>x2> 25 = x—25>0=

= (x+5)(x—5) > 0. Inecuacion que por el cuadro que
construimos

—® -5 5 +0o0
x+5 - + +
x—6 — - +
(x+5)-(x—5) = = 4

nos proporciona como (nica solucién admisible los valores
del intervalo (5, =) pues en otro caso, tendriamos longitudes
negativas.

Halla los valores que pueden tener las longitudes de los
lados de un rectangulo si su perimetro ha de ser menor
que 20 metros y su area igual a 9 m2,

Fig. 5.6.

Se ha de cumplir que el perimetro 2x +2y <20y el area x-y =
9 & y=9/x. Asi, sustituyendo en la inecuacion:
2x+2-9/x<20 = x+9/x<10 = x*+9—-10x<0 = (x—9)
(x—1)<0, que se resuelve

—oo 1 9 +o
x—1 - + +
x—=9 - - +
x—1)-(x—9) +F = i

Como x ha de cumplir 1<x<9, la variable y varia 9>y >1 pues
su producto es constante igual a 9.

Tipo lll. Otras inecuaciones.

11.

12.

13.

14.

Resuelve: 1
a) x¥*<-1 b) x*+8=0 ©) F<1
Son inmediatas.
a) ¥<—-le x<-1
b) ¥+8=0< x¥=-8< x=-2
c) Para x<<0, siempre se cumple.

Para x>0, ig<1 & 1I<xX¥ = x<1

X

La solucidn es: xe (—20,0)U(0,1)
Halla el conjunto solucién de:
a) x‘+x*>3 b) x*—x?<0
c) x*+1<0 d) (x+1)3(x—2)=0

a) X¥'+x*>0 & x}(x2+1)>0, que se cumple para todo x,
menos para x =0.

b) ¥—x<0 ©x(x-1)<0 x¥-1<s0=> -1sx=<1

€) x*+1< 0 no tiene solucion, pues siempre es =1

d) (x+1)*(x—2) = 0. Marcamos en la recta x=-1y x=2:

x+1— =
= . —
-2 31 32

Fig. 5.7.
La solucion es xe (—%»,—1]U[2, +x)

Resuelve:

a) x*—8x*+16<0

b) 2x‘+x*—3=0

c) x*—3x?4+2<0

d) x*+2x*—x*+4x—6>0

En todos los casos se descompone en factores; hay que obser-
var que las tres primeras expresiones son bicuadradas.
a) X*—8x2+16<0 < (x*—4)*<0, que sélo se cumple cuando
x==*2.
b) 2x*+x—3=0 & (¥*—1)(x*+3/2)=0=
xe (—o0,—1]U[1, +»)
0) x*—3x2+2<0 & (¥*—1)(x*—2)<0 &
xe (—+/2,~1]U[1, +/2)
d) X'+ 26¢ —x+4x—6>0 & (x—1)(x+3)(x*+2)>0 &
xe (—»,—3]U[1, +=)

Halla la solucion de:
—-X
x?+1

2 x+2
a < b <
) 3x—2 =0 ) 11

) 0<

a) Como el numerador es positivo en <2 = 3x—2<0

para que el cociente sea negativo, asi x<<2/3.

3—x

b) x+2 - _3—x
2(x—1/2)

2x—1
que da lugar a la tabla:

3—x _

12" -1<0=> <
2x—1

2x—1

=
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_ + 1 .
OO 12 3 . a) \/7$§ & 0=x=<1/9 que es el intervalo [0, 1/9]
3—Xx + + -
x —1/2 — + + b) Para que v/ x+2>2 debe de cumplirse x+2=0 para que
3—x exista la raiz y (v x+2)*>2% Entonces, x>—-2yx+2>4
— — - > ifica si x> 2.
2(~1/2) 4 < x>2, que se verifica si x>2

C) ! >-2 < ! <2:>1< 2x+3 que se cum
-~ - Z<J2x ;
Y la solucidn es (—o, 1/2)U[3, =) “,2{(+3 Y 2x+3 2
—x ; . . 3 plird de nuevo si:
c) En ogm el denominador es siempre positivo, asi que e 2x+3=0=x=-3/2y
—x=0 e x<0 o (1/2)?<2x+3 = 1/4—3<2x = —11/8<x que se ve-
rifica si x> —11/8

15. Representa en la recta la solucion de las inecuaciones:

N 1 Tipo IV. Inecuaciones lineales con dos incégnitas.
a) |—|=1 b) |x+—|=2
4 2 19. Resuelve las inecuaciones:
0 l_z‘g_l a) y>-1 b)%—lsz y<-—x
3
a) y=—1 es la recta representada y el area sombreada es la
a) i‘sl o —1Isx/b<1= —4sx<4 solucion
4
— | — 2T
—4 0 4
Fig. 5.8. 1T
b) x+1=2 o x+1=20bien b+ =—2 =x=3/20 i i ' ’ =
2 > 2 -2 -1 1 2 3
bien x=< —5/2. La solucién es: (—e, —5/2]U[3/2, ). *
—5/2 3/2
| L : : : : A | 2T
-3 -2 -1 0 1 2
Fig. 5.9. Fig. 5.10.
X .
¢)|=—2|=—1 esimposible pues el valor absoluto da valo- b) Jz‘/ —1<2 & y=<6; si representamos la recta y = 6, se ob-
res siempre positivos tiene la region
y
16. Resuelve las inecuaciones: o
a) |x-3| <1 b) [x*=3|<3  ¢)|x*—3|<6 .
a) |x2—3|<1 S 2=SX<4 o xe[—2,—\/E]U[\/2_,2] 5
b) |x2—3|<3<:> 0<x2<6 < xe(—+/6,+/6) —{0} .
c) |x2—3|<64:>—3sx2s9<:> xe[—3,3] 7‘2 0 l' 2 é

17. Resuelve las inecuaciones:

a) |x2—x|s1 b) |x2+2x|so <) ’x2+4x|>4 Fig. 5.11.

) Se representa la recta y = —x que es la bisectriz del segun-
do y cuarto cuadrantes:

y

a) |x2—x|<1 S 0=xX—xt+tlyx¥—x—1s0 &

XE|:1—\/E 1+\/§]

2 2 T
2__

b) |x2+2x| <0 0s=x2+2x<0 © x?2x=0 & x=-20x=0 4
0) |+ax|=4 o 0=x+4x+4 0 ¥ Hax—420 o S

N 4
w 4+
N+

xe (—»,—2—2~/2]U[—2,+2/2,+] U{-2} —3-244
_2 —+
18. Resuelve las inecuaciones: . -3
1 _
a) Jx <— b) \/x+2>2 c >=2 .
) \/7 3 ) ) 2x+3 Fig. 5.12.
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20. Halla en el plano la solucién de:
a) x—2y=-1
b) )—2(+y>2
x—4y
C) —==
) =5~ =0

a) La grafica de la recta x—2y=—1 es la mostrada en la
grafica y el area coloreada es la solucion:

i

Fig. 5.13.

b) Dibujamos la recta % +y=2y el area por encima de ella es

la solucidn de la inecuacion planteada:

Y
2_
14+
| X
-2 2 AN
_1 —
Fig. 5.14.
c) x—4y>0 & x—4y=0y representamos la recta

x—4y=0, estando por debajo de ella la solucion:
Yy

14+

Fig. 5.15.

21. Resuelve graficamente las inecuaciones:

aiz_¥$_1
3

p) X=¥, ¥=X
)4+2<1

a) La inecuacion propuesta es equivalente a la 2x — 3y =<10.
Representamos la igualdad 2x—3y=10 y se observa el
area solucion:

34

|
~
| L
)
~ 4
~ -4

Fig. 5.16.

b) Simplificada lainecuacién queda equivalente ay — x <4; di-
bujemos la recta y —x = 4, mostrando la region solucion:

-

N
N
(-
n
L
N

Fig. 5.17.

22. Halla los valores de m para los que el punto (1, m) es so-
lucion de la inecuacion —x—2y < 1

Si el punto es solucion debe cumplir: =1 —-2m<1= 2m> -2
=m>-1

23. Un representante percibe 5 € por cada articulo A vendido
y 8 € por cada articulo B. Halla cuantos articulos debe
vender para obtener unos ingresos al menos de 1800 €.

Los ingresos dependen del nimero de articulos A(x) y B(y)
vendidos, asi que aquéllos seran: 5x + 8y que han de superar
1800, o bien 5x+ 8y >1800.

24. Una entrada de cine es de 6 € y un CD, 12 €. Indica qué
combinaciones de gasto puede hacer Carlos entre esos dos
articulos a lo largo del mes, si su presupuesto es de 72 € y
teniendo en cuenta que no necesariamente ha de gastarse
todos sus recursos en los bienes citados.

Llamemos x el nimero de entradas al cine e y el ndmero de
CD’s que Carlos puede adquirir con su presupuesto en un mes,
entonces 6x + 12y <72 < x+2y<12, con x=0e y=0; sien-
do x e y nimeros naturales.

Tipo V. Sistemas de inecuaciones lineales
con una o dos incégnitas

25. Halla la solucion:

X
a) Jliz_l



X >2 )

_— 0 = s_
b3 3o {X

x>5 X>5

lo que no puede darse nunca jsistema imposible;

X X
—+1=x-1 —=<? X=4
QR & 12 & { —g = 0<x=4
x>0 x>0 X
26. Resuelve dando el resultado en forma de intervalo:
x—1=<2
x<2 x=2 2x>—1
a b C
){2x—1>6 ){2x—3>5 ) x_1
2 4
X2 X2
a) &
{2)(—126 {XB 7/2
que no puede verificarse, luego conjunto solucién ¢
=2 =2
b){x @Jlx = x> 4 (4%)
2x—3>5 x> 8/2=4
x—1=2 x<3
2x>—1 x>—— . 11
9Yx 1 2 & alintervalo 5%
251 x<l=1
402
27. Resuelve los sistemas:
_y;l go
x—y <2 2(x—1)-y =<2 -1
a){2x>6 b){yzo 9 | 1=x=3

a) Representamos en el mismo sistema de ejes coordenados
las rectas x—y=2yx=3:

3

bl
4 5%

Fig. 5.18.

y las semirrectas, junto con el angulo determinado es la
solucion.

b) En este caso las rectas a representar son 2x—y=4 e
y=0:

|
o

|
-
R
N
w4

—2 1
-3 1
Fig. 5.19.

y la solucion del sistema aparece marcada.
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—21

N

Fig. 5.20.

28. Encuentra el sistema cuya solucion es la zona sombreada
de la figura.

51
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—4~5-2-1 |\l 2 3 4%

Fig. 5.21.
La recta que pasa por los puntos (=2, 0) y (0, 1) tiene por
ecuacion: i2+%:1 y la sequnda recta es y= —x ( pasa por
(0, 0) y (=2, 2) ), por lo que las inecuaciones seran:

~Ziy>1

>y

y=—x

Hace 10 aiios la edad de Juan era inferior a la mitad de la

que tiene hoy y dentro de 18 aios no superara al doble de
la actual, ¢qué afos tiene Juan?

29.

x—10<i
Siendoxlaedad actual, planteamos el sistema: 2 &
x+18<2x
X <10
2 <> 18<x<<20, entonces Juan tiene 19 afios pues
18<x

la soucion debe ser natural.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas.

1. ¢Es cierto que al despejar x en la inecuacion _TXZ_T?’ re-

sulta x=<6? Si fuera falso pon lo que seria correcto.
No, hay dos cambios de sentido en la desigualdad: __12__3

:>1<§:X>E X
x 2 K

2. Resuelve y representa en la recta real la solucion de la
inecuacion 1—2x<x+1

1-2x<x+1=0<3x=0<x

35
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_—
0

Fig. 5.22.

Halla la solucion de x> — 4 <0

X —4<0= (x+2)(x—2)<0 que se verifica si x<<—2 o bien
X>2

Resuelve v/ 1—x>2.
1-x>4 = x<-3

¢Tiene solucion la inecuacién (x+ 1)2<<0? Razona tu res-
puesta.

No puesto que (x + 1)? es positivo para cualquier x.

¢Por qué las soluciones de las inecuaciones x+1 =1y
+1

X2

x+ 1=0 son idénticas?

Porque el denominador x2 + 1 siempre es positivo y eso hace que
x+1
x+1

la solucion de =1 s6lo dependa del numerador.

La grafica de la parabola y=—x*+x+2 es la mostrada
en la figura adjunta. A partir de ella indica las soluciones
de:

a) —x*+x+2<0 b) —x*+x+2=0

Fig. 5.23.

a) La expresion se verifica en los intervalos abiertos
(=, —1U(2, »)
b) Elintervalo solucién es el cerrado [—1, 2].

10.

La grafica de la recta 3x+ 8y =24 es la mostrada abajo.
Indica las regiones solucion de:

a) 3x+8y=24 b) 3x+8y <24

c) 3x+8y>24

0
]
o]
o]
-
.l
il
2l
(o0}

,%_

Fig. 5.24.

a) Es la propia recta

b) La regién por debajo de la recta (en amarillo)
) Laregion superior

Formula la inecuacién cuya solucion es la region sombreada.

\2\3
N

| I
17
—2-1 ] 1N\2 3 4%

-2 1
-3 1

Fig. 5.25.

Como la recta pasa por los puntos (1, 0) y (0, 2), su ecuacion es:
%4_% =1y el area sombreada responde a la inecuacion %+%>1
si se incluye la recta.

Resuelve y di los intervalos que contienen la solucion de
|x+1 |>1.

|x+1|>1 se verificasi x+1=1obienx+1<—-1 =x=00
bien x< -2 < (—%, —2]U[0, =)



Actividades

1.

Calcula: 17! 6!-3! 40!
a) 8-7); b) — ) —— d)
15! 8! 30!-20!
a) 8:7-...-2:1=40320
17! 17-16-15!
e T 1716=272
15! 15!
6131 632 3
8! 876 28
" 40! 40-39-38-37-36-35-34-33-32-31-30!
30!-20!  30!-20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-109-8-7+6+54-3-2
B 37-31 1147
©18:15-14-12-10-2 907200
Calcula:

2(3) () o) o)

8)_876_,
a = — =
) 5 3-2

17)_ 17-16-15
17) a

3-2
16)
C) O)—l
9\
d) 9)—
10 10)_(11
Comprueba que(6)+(7)—(7}
10-9-8-7 10-9-8
10 I 10 _ n
6 7 4-3-2 32
11-10-9-8
W) " 330
7 4-3-2

¢De cuantas maneras puede elegirse entre 30 alumnos de
un curso al delegado y subdelegado?

=210+120=330

V,, ,=30-29=870

Con los digitos 0 y 1 se forman niameros de 10 cifras. Res-
ponde:

a) ¢Cuantos nimeros distintos pueden formarse?

b) ¢Cuantos de ellos comienzan por 111?

¢) ¢Cuantos comienzan por 1y terminan en 1?

a) VR, , =2"9=1024
by 111 __ _____ — VR, ,=2"=128
o1l _______ 1— VR, ,=2°=256

En una clase de 25 alumnos se van a elegir por sorteo tres
alumnos, ¢cuantas ternas diferentes pueden formarse?

Como no importa el orden se trata de un problema de com-
binaciones de 25 elementos tomados 3 a 3. Su nimero es

o5 25!  25:24-23
.= |= = =2300
@ \3) 322 321

Problemas propuestos

Tipo I. Factoriales y nimeros combinatorios.

1.

Opera las siguientes expresiones:

12! 102!
a) — b) 5! - 3! ) ——
10! 8!-97!
4! 14!
d) 7!-—; e)
9! 10!-4!

12! 12-11-10-9-8:7-65-4:3-21
100 10:9-87-65-4-3-2:1

b) 5!-31=(5-4-3-2-1)+(3-2-1) =120+ 6 = 720;
102! 102-101-10099-98:97!
81-97!  (8:7-6-5-4-3-2:1):97!
102:101:10099-98 17-101'5:33-7 1983135
© 87-65:4-32:1 8 8

4T 714321 24 1

=12-11=132

d) 7= ==
9! 9! 9-8-7 72 3

) 14! 14-13-12-11-10!  14-13-12-11

e = = =
10!-4! 10!-4-3-2-1 4:3-2-1
7-3-11=1001

Calcula:
15 6 7 6
15 15! 15-14-13-12-11!

a = = =

) 11 111-(15—11)!  111'4-3-2-1
=15-7-13=1365

6 6! 6:5-4-3-21
L(6—4)!  4:3-2-1-21

=3-5=15

7 7! 7!
C = =—=1
) 7) 71-(7—-7)! 710!

6 6! 6! _
d) = =—=1
0 0!-(6—0)! 0!-6!

Calcula:
(14)
5 8

(-
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(14) 14-13-12:11-10-9

8) 65432 14
(13) 13-12-11-10-9-8 8 4
6 65-4-3-2

Comprueba que:

2

150 15!
a) (15)+(15) - _1365+3003=4368

b) P;-C, ,=P,

4 5 4!-11!  5!-10!
16 6!
Por otra parte, =——=4368
5 5!-11!
| 8:7-6 |
b) Pe'c8,3:6"3T:8':P8
Calcula
Vv C. .V
a) V6’4 b) i C) 6,3 10,3
P5 P8
a) V6'4=6-5-4-3=360
b) b:—7.6.5.4 =
P, 54321
6-5-4
—-10-9-8
C) C6,3'V10,3:P . 32 =

6 B3 8.7.6:5:4:32 14

a) Calcula el valor de (’17)+2 (’21]
. 15 15
b) Aplicando el resultado del apartado a) halla ( 1 )+2( ]

2
 (1)e(5) e
b) (115) +2(125) —150=225

Resuelve las ecuaciones:
a) v, ,=42 b) C,,=36

2

=n+n*—n=n =n?

vV, ,=30-C,

5

a) vV, ,=42en-(n-1)=42=n=7
n-(n—1)
2

by C, ,=36<

, =36 =>n-(n-1)=72=n=9
oV, ,=30-C e n(n=-1)(n—-2)(n=3)=

'n~(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)

=30 =>n-4=4=n=8
5:4-3-2
Resuelve:
vn4
a) 3¢, ,-5¢C, ,=0 b) SC"“’3_T=0

n-(n—1)(n—2)(n-3) 'n-(n—l)
43:2 IR
= (n—2)(n—3)=20=>n-2=5=n=7

a) 3¢, ,—5C ,=0¢&3:

Vn4
b) 5cn+1,3_T:O‘:’
5‘(n+1)n(n—1) _n(n—l)(n—Z)(n—3) 0 =
3-2 4

20(n+1)—6(n—2)(n—3)=0 = 3n*—25n+8=0 = n=38

Resuelve la ecuacion 4 (1:): 19(1'17)

19! 17!
4 19 =19 17 = 4- =19- =
n n n!'(19—n)! n!(17—n)!

4-19-18-17! 19-17!
n!(19—n)! _n! 17—n
( ) ( )4-18 1

Simplificando: = =
(19—n)(18—n)(17—n)!  (17—n)!

72

>—"—————=1=72=(19-n)(18-n) = n=10
(19—n)(18—n)

Tipo Il. Potencia de un binomio.

10. Calcula, simplificando el resultado, las siguientes potencias:

1 6
a) (ZX‘EJ b) (x+2y)° ¢) (x—3y)°
d) (1+/3)* e) (x—x2)* f) (2—x)’
9) (v2-1)° h) (2x2—3y)*

) [zg)
(EJer-(Jer - (ert) (er
(et e )

= 64X6—96X5+60X4—20X3+EX2—§X+i
4 8 64

b) (x+2y)’=
X°+5x4(2y)+10x3(2y) +10x2(2y) 4+ 5x(2y)“+ (2y)°=
=x°>+10x%y + 40x3y? + 80x2y>+ 80xy* +32y°

) (x—3y)’=
=x—3x%(3y)+3x(3y)’— (3y)’ =x— Ox¥y+ 27xy2— 27y

d) (14/3)'=1+4+/3+6(V/3)*+4(/3)’+(/3)'=
=28+16+/3

e) (x—x?)‘=
X —bx3- X2+ X2 X — 4x- X0+ X=X —4X°+ 6xX5 — 4XT +xB

f) (2*X)7=
=27—7-2°421-252—35- 243 +35- 23— 21- 2%+ 72X —x' =
=128—448x+672x*—560x>+280x%—84x°+ 14x°—x7

9) (V2—1)’=(2)’-3(2)°+3v2—1=5V2-7

h) (2x2—3y)*=
= (2x))" = 4(22)(3y) +6(2x)’ (3y) —4(2¢) (3y) + (3y) "=
=16x3—96x%+216x%y2—216x%*+81y*



11.

12.

Combinatoria

1
a) Halla el término niimero 17 del desarrollo de (3)‘ - gJ/J

b) EL término 14° de (x*—y3)"

21 s( 1 )° 21-20-19-18-17 1
a . 3X . :—.35X5._ 16 —
) (16)( )( 3y) 54321 367

_ 2261
19683
13:_18‘17-16~15-14‘wa39:
5-4:3-2-1
=—8568xy*

n n n n n\_.,,
Demuestra que (0)+(1)+ (2] +'"+(n—1)+(1)_2

(Sugerencia: Calcula (1+1)")

La sugerencia dada hace que el resultado sea inmediato,

pues: n n n
2":(1+1)"=(0)-1"+(1)-1"1-1+(2)-1ﬂ2-1+...+
+( 7 )1-1n-l+(”)1n=

n—1 n
() )

13. Aplicando el resultado del problema anterior halla la su—

14.

ma:C, +C ,+C ,+C +C +C . +C +C +C, ..

Como
c8,0+C8,1+C8,2+C8,3+C8,4+C8,5+C8,6+C8,7+C8,8:

RRORA R

¢Cuantos subconjuntos diferentes tiene el conjunto L = {a,
b, ¢, d, e, f}? Nota: Debes incluir el conjunto vacio (J) y el
conjunto total (L).

Hay 1 subconjunto con cero elementos, el conjunto vacio: ¢.
Hay 6 subconjuntos con un elemento: {a}, {6}, {c}, {d}, {e}
y {f}. Este namero coincide con las combinaciones de 6 ele-
mentos tomados 1 a 1: C;

Los subconjuntos con dos elementos son: {a, b}, {a, ¢}, {a, d},
..., que son las combinaciones de 6 elementos tomados 2 a
2:C

Los 6sflbconjuntos con tres elementos son: {a, b, c}, {a, b, d},
{a, b, €}, ..., que son las combinaciones de 6 elementos to-
mados 3 a3: C; ,

Los subconjuntos con cuatro elementos son: {a, b, ¢, d},
{a, b, ¢, e}, ..., las combinaciones de 6 elementos tomados 4
a4 C

Los subconJuntos con cinco elementos son: {a, b, ¢, d, e},
{a, b, ¢, d, f}, ..., las combinaciones de 6 elementos tomados
5a2:C,

Los subconjuntos con seis elementos son C; ., que s6lo hay
uno, el conjunto dado.

Asi, pues, en total hay: 1+6, +C ,+C  +C +C  +C =
=1+6+15+20+15+6+1=64=2°

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

Este resultado se generaliza facilmente aplicando el resultado
del problema propuesto 12. En general, un conjunto con n
elementos tiene un total de 2" subconjuntos.

Tipo lll. Problemas de variaciones, permutaciones
y combinaciones.

15. ¢Cuantos equipos de baloncesto pueden formarse con 12
jugadores, sin importar el puesto que ocupen?

Un equipo de baloncesto esta formado por cinco jugadores.
Como no importa la posicion, el total de equipos posibles es

¢ (1) 12111098
w7 \5) 54321

16. Entre las variaciones ordinarias de los nimeros del 1 al
9, tomados 4 a 4, ;cuantas de ellas hay en las que las dos
primeras cifras sean pares y la dos dltimas impares?

Entre el 1y el 9 hay 4 pares y 5 impares.

Las dos primeras cifras se pueden tomar de V,,
Las dos Gltimas cifras se pueden tomar de V, ,
En total tendremos: V, , -V, ,=12- 20—240

17. Un ndamero es capiciia cuando se lee lo mismo a derechas
que a izquierdas. Por ejemplo 261162 es un nimero capi-
cia de seis cifras. Contesta:

a) ¢Cuantos niimeros de 6 cifras son capiciias?
b) ¢Cuantos de esos capiciias comienzan por 17?

a) Dadas las tres cifras iniciales, por ejemplo 261, sélo existe
otra colacion de nmeros que hace capicda al de 6 cifras;
para este ejemplo, la terna 162.

Como hay 1000 ndmeros de 3 cifras (VR ,
ese sera el nimero de capiclas de 6 cifras.

b) Fijadas las dos primeras cifras (17) s6lo hay 10 digitos que
completan la tercera cifra, 170 _ _ _, 171 _ _ _, ..., 179_

_. Por tanto, hay 10 ndmeros capiclas de 6 cifras que
empiecen por 17.

=10°=1000),

18. Supongamos que a, b, ¢, d, e, f, g y h designan 7 nimeros
distintos de 0. Si cuatro de esos niimeros son positivos y
tres son negativos:

a) ¢Cuantos productos de cuatro factores distintos pueden
formarse?
b) ¢Cuantos de ellos seran negativos?

Como el orden de los factores no altera el producto (propie-
dad conmutativa) se trata de un problema de combinaciones.
a) Namero de productos distintos:

7)_ 765

cm_ 4 3.2 =35

b) ELl producto es negativo cuando un factor es negativo y los
otros tres positivos; o cuando tres factores son negativos
y el otro positivo.
Con un factor negativo:
El factor negativo puede ser cualquiera de los tres que hay;
los tres positivos se pueden tomar de C, , maneras distin-

tas. Luego, con un factor negativo hay €, ,=3-4=12
productos distintos.

39



Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

Combinatoria

Con tres factores negativos:

Los tres factores negativos sélo pueden tomarse de una
forma; el factor positivo puede ser cualquiera de los cuatro
que hay. En total: 1-4=4

Por tanto habra 12 + 4 = 16 producto negativos.

19. ;De cuantas maneras distintas pueden sentarse 6 per—
sonas en un banco alargado? ;Y en una mesa redonda?
En un banco alargado de P, mareas diferentes: P, =720.
En una mesa redonda es independiente la posicion del prime-
ro en sentarse; luego hay P, =120 maneras
20. ¢;De cuantas formas distintas pueden meterse 65 llaves en
una anilla?

Es como la mesa redonda: P, = 120.

21. ;Cuantas palabras de cuatro letras distintas pueden for-
marse con las letras de la palabra:
a) CARMEN; b) PERMUTACION; c) FACUNDO;
a) V, ,=6-5-4-3=360
b) V,, ,=11-10-9-8=7920

V,,=7-6-5-4=840
22. Para cada caso, ;cuantas de las palabras anteriores acaban
en vocal?

a) De las 6 posibles terminaciones, dos son vocales; por tanto
. 2

en vocal terminan: 5-3602120-

b) De las 11 posibles terminaciones, cinco son vocales; por

. 5

tanto en vocal terminan: H-7920:3600.

c) De las 7 posibles terminaciones, 3 son vocales; por tanto
en vocal terminan: ;-340:350.

23. De cuantas maneras diferentes pueden permutarse las le-
tras de las palabras:

a) EUFRASIO
d) ALELUYA

b) JARRA c) ZOOLOGICO

a) P, = 40320
b) Hay 5 letras de las cuales estan repetidas A y R. Por tanto,
el ndmero de permutaciones sera:

5!
p221— 5
> PP, 22!
22
c) Hay 9 letras, con O repetida 4 veces. Por tanto, el ndmero
de permutaciones sera:
P, 9!
periiil — 2 " 15120
’ P, 4!

4
d) Hay 7 letras de las cuales estan repetidas Ay L. Por tanto,
el nimero de permutaciones sera:
P 7!
P2,2,1,1,1 — _ 7 =—=1 260
7 pp 22!

2° 2

24. Con seis pesas de 1, 2, 5, 10, 25 y 50 gramos, ¢cuantas

pesadas diferentes pueden hacerse?

40

25.

26.

27.

El nGmero de pesadas distintas coincide con el nimero de
subconjuntos que pueden formarse con las pesas que tene-
mos: subconjuntos con una pesa, con dos pesas, con tres pe-
sas, ...

En todos los caso serian combinaciones de 6 pesas tomadas 1
al,2a2,3a3, ..., 6ab6.Estoes:

Cﬁ, 1+C6,2+C6,3+C6,4+C6,5+c6,6:

=6+15+20+15+6+1 =63

Nota: Como sabemos por el problema 12 el ndmero de sub-
conjuntos de un conjunto de 6 elementos es 2°, al tratarse de
pesar hay que descartar el de peso 0 g, el conjunto vacio. Por
tanto seran 26-1.

Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6 se forman niimeros de 1

a 6 cifras.

a) ¢Cuantos de ellos seran miltiplos de 2?

b) ¢Cuantos de ellos seran miiltiplos de 5 y no tengan nin-
guna cifra repetida?

a) En este caso, los nameros de menos de seis cifras
pueden incluirse con los de 6 cifras, pues, por ejemplo,
344 =000344 0 5200 = 005200.

En total habra VR, ;= 7°= 117649

Son mdltiplos de 2 los que terminan en 0, 2, 4, 0 6 que son
4
7 +117649=67228

b) Sin repetir cifras hay:
V7’1+V7,2+V7’3+V”+V7’5+V7’6=7+42+210+840+
2520+ 5040=8659
De ellos son mdltiplos de 5 los que terminan en 0 o en 5,

2
que son: ; -8659=2474

¢De cuantas maneras distintas puede hacerse una quiniela
de 14 partidos?

Cada partido puede tener 3 resultados: en la quiniela se indi-
can con 1, X, 2.

Los resultados pueden repetirse, pudiendo darse, por ejemplo,
lasecuencia1X2XXX1112X111.

Su ndmero sera variaciones de 3 elementos tomados 14 a 14:
VR, ,,=3"=4782969.

¢Cuantas diagonales tiene un decagono?

Las diagonales de cualquier 2 3
poligono son los segmen-

tos que unen dos vértices 4
no consecutivos. Por tanto,
cada dos vértices determinan
una diagonal o un lado. 10

El ndmero de segmentos que

determinan los 10 vértices 9

del decagono son C, ,. Como 5 7
10 de ellos son los lados, el

resto seran diagonales. Fig. 6.1.

Por tanto, el nimero de diagonales de un decagono son:

10-9
Cp o~ 10=———10=35



Combinatoria

28. Tenemos una baraja espanola de 40 cartas, y las reparti-
mos en grupos de 5 en 5.
a) ¢Cuantos grupos de cinco cartas pueden formarse?
b) ¢En cuantos de esos grupos no habra ningiin rey?
c) ¢En cuantos de esos grupos no habra ninguna copa?
d) ¢En cuantos de esos grupos habra al menos una figura?

a) El orden en el que se reciben las cartas no importa; lo (ni-
co que cambia una jugada es que alguna de las cartas sea
distinta. Se trata, pues de un problema de combinaciones
de 40 cartas tomadas 5 a 5.

40) 40-39-38:37-36

=—————=658008

5) 5:4-3-2-1

b) En una baraja hay 4 reyes. El los grupos de 5 cartas no ha-
bra ningdn rey si se quitan los 4 reyes a la hora de repartir;
se repartiran, por tanto, 36 cartas tomadas 5 a 5.

36) 36-35-34-33-32

Su ndmero sera: Cm’5 =(

=376992
5 5:4-3-2:1

¢) En la baraja hay 10 copas. En los grupos de 5 cartas no ha-
bra copas cuando se reparten las 30 cartas que son copas.
30) 30-29-28-27-26
5) 54321
d) En la baraja hay 12 figuras. Habra C,, , grupos en los que no
haya figuras; en todos los restantes habra alguna figura.
Su nimero sera:

40 28) | 28-27-26°25'24
C4o,5_czs,5:(5 )—( 5)—658008—T:

658008 — 98280 = 559728

Su ndmero sera: C,, ;= (

Su ndmero sera: C30l5= ( =142506

29. a) (Cuantos cédigos de 6 letras pueden formarse sin repe-
tir ninguna de las 27 letras del abecedario?.

b) ¢Cudntos de estos codigos tienen tres vocales distintas?

a) Se trata de rellenar seis casillas con 27 letras.

CLTTTTI

En la primera casilla puede escribirse cualquiera de las
27 letras iniciales; para la segunda, al no poder repetir,
tenemos 26 posibilidades; para la 3°, 25; para la 42, 24; 23,
para la 5%; y 22, para la 62 letra.
En total, 27 - 26 - 25 - 24 - 23 - 22 = 213127200 cddigos
distintos.
Nota: se podria hacer mas rapido, diciendo que su nimero
esV,

b) Hay que elegir tres casillas, entre las 6 que tenemos, para
las vocales. Estas casillas pueden elegirse de C , maneras
distintas; por ejemplo

[e] [u]

En esas 3 casillas, las vocales pueden ponerse de V, , for-

mas diferentes: hay 5 vocales, de las que se eligen 3).

Las otras tres casillas se rellenaran con 3 de las 22 letras
restantes: de V,, , maneras distintas.

En definitiva, tendremos

C .-V .-V —(2)-(5-4-3)-(22-21-20)=11088000

6,3 53 22,3
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30. ¢Cuantos resultados distintos pueden darse al tirar dos da-
dos numerados del 1 al 6? ;Y al tirar tres dados?

Con cada dado se tiene 6 resultados posibles. Por tanto:

Con dos dados habra 6 - 6 = 36 resultados

Con 3 dados habra 6-6-6 =216 resultados.
Nota: Habitualmente los dados, aun en el supuesto de que
sean idénticos, se consideran distinguibles. Asi, el resultado
5, 2, 1 se puede dar de seis maneras distintas: 521, 512, 251,
215, 152 y 125, que son las permutaciones de tres.

31. Al tirar tres dados numerados del 1 al 6, la suma de sus
resultados varia entre 3 y 18. ;En cuantos casos la suma
serd 8? ;Cuantos casos hay que sumen 11 o0 12?
(Sugerencia: Puedes hacerlo a mano, tanteando; pero busca
una solucién con criterios combinatorios.)

La suma 8 se da con los resultados:
611—>ytambién 161y 116
521—>ytambién 512,251,215,152y125
4 3 1 — Estos tres nameros generan un total de 6 casos
(P,=6)
4 2 2 — Estos tres ndmeros generan un total de 3 casos
(P32'1 =3)
3 3 2 — Estos tres nimeros generan otros 3 casos (P32'1 =3)
Por tanto, la suma 8 se da en 3+ 6+ 6+ 3+ 3 =21 ocasiones.
La suma 11 se da con los resultados:
6 4 1 — que generan un total de 6 casos: P, =6.
6 3 2 — que generan 6 casos
551 — que generan 3 casos
54 2 — que generan 6 casos.
53 3 — que generan 3 casos
4 4 3 — que generan 3 casos.
Por tanto, la suma 11 puede darse en 27 ocasiones.
La suma 12 se da con los resultados:
6 51 — que generan un total de 6 casos: P, =6.
6 4 2 — que generan 6 casos
6 3 3 — que generan 3 casos
552 — que generan 3 casos.
54 3 — que generan 6 casos
4 4 4 — que generan 1 caso.
Por tanto, la suma 12 puede darse en 25 ocasiones.
32. a) ¢Cuantos nimeros de 4 cifras distintas pueden formar-

se con los digitos 1, 2,3, 4,5,6y 7?

b) ¢Cuantos de ellos empiezan por 6?

c) Si los ordenamos de menor a mayor, ;qué lugar ocuparia
el ndmero 6321?

d) ¢Cuantos de ellos terminan en 1; en 2; en 3; o tienen
el ndmero 7 en la posicion de las centenas; o de los
millares?

e) ¢Cuanto suman todos esos nimeros de 4 cifras?

a) Como no hay repeticion, se trata de variaciones ordinarias.
Su ndmero sera:
V,,=7-6-5-4=840.

b) Uno de cada siete ndmero empezard por 6; esto es,
840:7 =120.

¢) El ndmero 6321 es mayor que todos los que empiezan por
1, 2, 3, 4y 5. Por 1 empiezan 120 nimeros, y los mismos
por 2, 3, 4 0 5; en total, 600.

11
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Por 61 _ _ comienzan 5-4 = 20 nlmeros; otros tantos, por
62 _ _ . Elaltimo de estos es 6275; y le siguen 6312, 6314,
6315, 6317 y 6321.

Por tanto, por delante de 6321 hay 600 +20+20+4 =

644. Luego, 6321 ocupa la posicién 6452,

En todos los casos la respuesta es la misma:

840:7=120.

e) Se trata de hacer una suma de 840 sumandos. Asi:
1234+1235+...+2734+2735+ ... +7653+7654
Como en cada posicion (unidades por ejemplo) cada digito
estd repetido 120 veces, la suma de cada columna sera:
1-120+2-120+3-120+4-120+5-120+6-120 +
+7-120=3360
La columna de las unidades suma 3360 unidades
La columna de las decenas suma 3360 decenas=33600
unidades
La columna de las centenas suma 3360 centenas = 336000
unidades
La columna de las unidades de millar suma 3360 millares
= 3360000 unidades.
La suma total sera:

(=9
-~

3360
33600
336000
3360000
3732960

33. ¢De cuantas maneras puede elegirse un comité compuesto

34.

35.

por 2 hombres y 3 mujeres, de un grupo de 8 hombres y
12 mujeres.

Los dos hombres se pueden elegir de C, , maneras distintas;
las tres mujeres de C,, , formas distintas. Luego, el ndmero de
comités posibles sera: C, ,-C, ,=28-220 =6160.

¢De cuantas maneras pueden sentarse 3 rumanos, 2 pola-
cos y 5 espaiioles, de modo que los de la misma nacionali-
dad se sienten juntos?

Las opciones para el ordenamiento de las nacionalidades son
P.. Por ejemplo, una de ellas seria (ESP) (POL) (RUM).

En cada opcion, los 5 espafoles se pueden intercambiar entre
ellos de P, maneras diferentes; los dos polacos de P, formas
distintas; y los 3 rumanos de P, formas diferentes.

EL namero total de posibilidades es: P,-P_-P,- P, =8640.

¢De cuantas maneras pueden colocarse en una estanteria 5
libros grandes, 4 medianos y 6 pequefios (todos distintos),
de modo que los de cada tamaiio siempre estén juntos?

Es un problema similar al anterior.
Su ndmero sera: P,-P,-P - P, =12441600.

36. ¢Cuantos nameros hay de tres cifras? ;Y de tres cifras no

42

repetidas?

Los ndmeros 0, 12, 78, ..., pueden considerarse tres cifras
escribiéndolos asi: 000, 012, 078. Entonces, habra 1000 nd-
meros: desde el 000 al 999.

También podemos decir que hay VR, =10°. (Tomamos tres
digitos, entre 0,1, 2,3,4,5,6,7,8y9).

Si no se repiten cifras, habraV, , = 10 - 9 - 8 = 720

37.

38.

39.

40.

En la loteria primitiva una apuesta consiste en seleccio-
nar 6 nimeros elegidos entre el 1 y el 49, sin importar
el orden de eleccién. ;Cuantas apuestas distintas pueden
hacerse en la loteria primitiva?

Como no importa el orden de eleccion de los 6 ndmeros, la
apuesta 12, 23, 32, 35, 42 y 47 es la misma que la 47, 35, 12,
23, 42 y 35. Por tanto, el ndmero de apuestas posibles es
(49 49! 49-48-47-46-45 4
“s |\ 6) 31(49-6)  6-5-4-3-2-1

=13983816

En la Liga Nacional de Fitbol hay 18 equipos en primera
division. ¢Cuantos partidos se juegan en cada liga? (Re-
cuerda que cada equipo juega contra los demas dos parti-
dos, uno en casa y otro fuera).

Cada partido lo juegan 2 de los 18 equipos de primera
division.

Como, por ejemplo, el partido Real Madrid-Barcelona es dis-
tinto del Barcelona-Real Madrid, importan el orden en que se
tomen. Por tanto se trata de un problema de variaciones.

EL ndmero total de partidos sera V , ,= 18- 17 = 306.

Una persona desea ir desde el punto A(0, 0) al punto
B(6, 5), siguiendo siempre las lineas de la reticula y sin
alejarse de su objetivo? (La reticula pueden ser calles de
una ciudad que tiene un trazado rectangula). En el dibujo
hemos trazado dos posibles rutas.) ;De cuantas maneras
podra hacerlo?

Sugerencia: Empieza por un problema mas facil; por ejemplo,
cuando esa persona desea trasladarse desde el punto A(0, 0)
hasta el punto (((2, 2) o hasta el punto D(3, 3). También pue-
des proceder estudiando cuantas rutas distintas hay desde los
puntos P, Q, R, S, T ... hasta B.
El problema puede plantearse
como sigue: Para ir de A has-
ta B hay que recorrer 11 tra-
mos unitarios; de ellos, 6 son
horizontales (hacia el este,
E) y 5 son verticales (hacia
el norte, N). Asi, una posible
ruta seria EENNENEEENN, que
es la marcada en rojo en la
figura.

Por tanto se trata de elegir los cinco movimientos hacia el
norte entre los 11 que hay que hacer.

11)_ 11-10-9-8:7

5) 54321

Fig. 6.2.

Su ndmero es Cn’5= (

¢De cudntas maneras pueden colocarse en fila 6 chicos y 4
chicas de forma que no haya dos chicas juntas?

Designamos las chicas mediante letras y los chicos por nime-
ros. Una de las posiciones basicas posibles es:

- [ N - Y - [
X X, X3 A X5

Fig. 6.3.
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La primera chica deja a su izquierda x, posiciones, con x, =0
Entre la primera y la segunda chica habra x, espacios, con
x,=1
Entre la segunda y la tercera chica habra x, espacios, con
x,=1
Entre la tercera y cuarta chica habra x, espacios, con x, =1
Detras de la cuarta chica habra x, espacios, con x,=0
Debe cumplirse que x, +x,+x,+x,+x,=6,
conx, =0, x,, x,, x,= 1, x,=0, y todos los valores enteros.
Esta ecuacion es equivalente a:
ity ty,tyty,=8
cony,=x+1=0,y,=x, y,=x,, y,=x,=1,y,=x,+1=0.
7:6°5

Cuyas soluciones son =—=35

(4) 3-2
Veamos este resultado.
Observaque: 1+1+1+1+1+1+1+1=8
Esa suma se descompone en cinco sumandos mayores o iguales
que 1 cada vez que se eligen cuatro signos +, por ejemplo:
MH+A+D)+Q+D)+ D)+ +1)=8;
obien (1+1)+@+1+1)+(1)+(1)+(1)=8
Que generan las soluciones:
=Ly,=2y,=2y=4y,=2y=2y,=3,y,=1y=1
yv.=1
Lia eleccion de 4 signos + entre los siete que hay puede hacer-

se de (2) maneras distintas.

Con esto, se determina que hay 35 posiciones basicas; pero,
por cada una de estas posiciones, las 4 chicas puede ponerse
de 4! formas distintas, y los chicos de 6! maneras distintas.
Por el nimero total sera: 35-4!-6! =604 800.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15
minutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas.

1. ¢Como se define el factorial de un nimero? ;Cuanto vale 6!?

720
< 14
2. ¢ ?
¢Cuanto vale (12]
91

3. Si no se permiten repeticiones, ¢cuantos nimeros de 3
cifras pueden formarse con los seis digitos 4, 5, 6, 7, 8 y
9? ;Cuantos de ellos son mayores de 800?

V. .=—=120
3!

6.3

Los mayores de 800 seran: 2-V, ,= 40

4. Escribe las variaciones y las combinaciones de las letras A,
B, Cy D, tomadas dos a dos?

Variaciones: AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.
Combinaciones: AB, AC, AD, BC, BD, CD.

10.
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Escribe las permutaciones de los niimeros 1, 2y 3.
123 132 213 231 312 321

En una carrera intervienen 10 caballos. ¢;De cuantas ma-
neras diferentes pueden llegar a la linea de meta los tres
primeros? Indica la solucién correcta:

a) V10,3 b) C10,3 C) PlO

a)V, ,=10-9-8=720

El profesor de Literatura pide leer 3 libros de una lista de
7. ¢Cuantos grupos de libros diferentes pueden leerse?

a) 7 b) 35
c) 42 d) 210
b) 35=C,,

En una fiesta coinciden 6 chicos y 8 chicas. Si bailan todos
con todas, ;cuantas parejas distintas de baile se han for-
mado?

48=6-8

¢De cuantas maneras pueden sentarse 5 personas en una
fila de 5 butacas?

P.=5!=120

Aplicando la formula del desarrollo de la potencia de un
binomio, calcula (1 +x)*

X4+ 6x2+4x+1

2 cuestiones para investigar

1.

Desde hace muchos aiios se organizan Olimpiadas Mate-
maticas, en las que participan alumnos de segundo de
bachillerato. La competicion deportiva consiste en resol-
ver problemas con cierta dificultad, que suele vencerse
mediante alguna idea feliz. Veamos uno de estos proble-
mas propuesto en la Primera Fase de la XXI Olimpiada
Matematica. Dice asi:

Sea n un ndmero natural cualquiera. Demostrar que para
todo k natural y menor o igual que n, la expresién
(n+1)(n+2)(n+3)-...-(2n—1)(2n) es divisible por 2¢
Sugerencia: Piensa en la relacion de (2n)! con la expresién.

Se trata de demostrar que en el producto
(n+1)(m+2)(n+3)-...-(2n—1)(2n)

aparece n veces el factor 2; esto es, que
(n+1)(n+2)(n+3)-...-(2n-1)(2n)=p-2"

Tras darle vueltas —aqui esta la primera idea feliz- se observa

que:

2n)!

(n+1)(n+2)(n+3)-...-(2n—1)(2n)= ( o

0 lo que es lo mismo, igual a
1-2:3+4+5:6:7-8-...-(2n—3)(2n—2)(2n—1)(2n)
1-2-3+4-...-(n—1)n

43
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Ahora -esta es la segunda idea feliz-, escribimos los factores
pares del numerador como producto. Asi:

1-(1-2)-3-(2-2)-5-(3-2)-7-(4-2) ... (2n—3)((n—1)-2)(2n—1)(n-2)
1-2:3+4+...-(n—1)n

Fijate ahora en los primeros factores de cada paréntesis del
numerador. Te daras cuenta que son 1, 2, 3, ..., n; luego pueden
simplificarse con cada uno de los factores del denominador.
Por tanto, la expresion anterior vale
1-2:3:2:5-2-7-2-...-(2n-3)-2-(2n-1)-2 =
=1-3:5-7-...-(2n=3)- (2n—1) - 2"

pues el factor se repite n veces.

Asi pues,

(n+1(m+2)(n+3) ... -(2n—-1)(2n) =
=1-3-5-7-...-(2n-3) - (2n—1)- 2"

es divisible por 2k para cualquier k natural menor o igual
que n.

2.

El sistema braille, inventado en el siglo XIX, esta basado
en un simbolo formado por 6 puntos: aquellos que estén
en relieve representaran una letra o signo de la escritura
en caracteres visuales. El tamaio y distribucion de los 6
puntos que forman el llamado Signo Generador, no es un
capricho sino el fruto de la experiencia de Louis Braille.
Las terminaciones nerviosas de la yema del dedo estan
capacitadas para captar este tamaiio en particular.

El signo generador permite representar letras, nimeros,
signos de puntuacion, expresiones matematicas, etc.

Investiga sobre el tema en:
http://usuarios.discapnet.es/ojo oido/sistemabraille.htm
http://fbraille.com.uy/alfabeto



Actividades

1.

Calcula las razones trigonométricas de un angulo « del

. 4
segundo cuadrante, si sen a=§’
De sen? a+cos? a=1 se obtiene

2
1
cos a==++/1—sen? a=i\/1—(%) =i\/1—— == 2 =

3
=ig. Como « esta en el tercer cuadrante, su coseno es

negativo. Luego la solucién valida es cos a=—=

Por tanto, tg a= — _A5 4
cosa  —3/5 3

Si cos 24°=0,91, determina, sin utilizar la calculadora,
las razones trigonométricas de los siguientes angulos:
a) 114°,  b) 156°, c) 204°,  d) 336°.

sen 240 =/ 1—cos? 24°=1/1—(0,91)*~0,41.

4]

Ademds, tg 240 = e 24" 041 o

cos 24° 0,91

a) Como 114°=90° + 24° sera:
sen 114° =cos 24°=10,91
cos 114° = —sen 24° = —0,41
tg 114° = —cotg 24° = —2,22.

b) Como 156°= 180° — 24° sera:
sen 156° =sen 24° =0,41
cos 156°= —cos 24°= —0,91
tg 156° = —tg 24°= —0,45.

c) Como 204°=180° + 24° sera:
sen 204° = —sen 24° = —0,41
cos 204° = —cos 24°= —0,91
tg 204° =tg 24°=0,45.

d) Como 336°=360°— 24° sera:
sen 336°= —sen 24°= —0,41
cos 336°=cos 24°=0,91
tg 336°= —tg 24°= — 0,45.

Si cos a= % (a€ I cuadrante) y

tg B=—2(BE< II cuadrante), calcula sin utilizar la calcula-
dora, el valor de sen(a+B)y tg (a—P).

2
3 4
sen a= 4/1—cos?a=,[1— (g) =5 (elegimos el signo posi-

tivo de la raiz cuadrada pues « es un angulo del primer cua-
sen a

drante). Ademas, tg a=

cosa 3
De la relacion 1+tg? B=sec? B deducimos que

1 . .
cos? B=; = €0s B=—-—"(con signo menos pues esta en el

segundo cuadrante):

también sen B==*/ 1—cos? % =

(elegimos el

07

signo positivo de la raiz cuadrada pues B es del segundo
cuadrante).

Sustituimos estos valores y obtenemos:

sen (a+B)=sen a cos B+cos a sen B=

.

L4

g (a—p)=b 9% 3,
1+tg B-tg a 1+(_2).i
3

. 1 3w
Si sena=—g mT<a< —

2 ], determina sin calculadora,

(43
el valor de sen 2« y cos >

Empezamos calculando el valor de cos «.

2
cos a=—/1—se? a=— /1_(_1)2_%

5 5
Aplicando la férmula del seno del angulo doble sera:
1), (L2V6)_4Ve

5 5 25

Y aplicando la formula del coseno del angulo mitad sera:

=

eleglmos el signo — pues el angulo — esta en el segundo

sen 2a=2sen o cos a=2- (—

cuadrante).

sen 70°+sen 50°
cos 70°—cos 50°

Calcula el valor de la expresion

Utilizando las formulas de transformacion se tiene:
sen 70°+sen 50° _

cos 70°—cos 50°
70°+50° 70°—50°
sen

2sen

_ 2 _ 2sen 60° cos 10° _

70°+50° 70°—50° —2sen 60° sen 10°

—2sen sen
2
=— cotg 10°
. . n 2
Comprueba la identidad _sen ca =tg a.
1+cos 2a
sen 2« 2sen o« cos o 2sen x CcOS @ Ssen « tq
= = = =tq a

1+cos 2a 1+cos’a—sen’a 2cos’a cos’a

Resuelve la ecuacion sen 2x =sen x.

sen 2x=sen x <> 2sen x cos X =sen x < sen x(2cos x—1)= 0=

sen x=0 x=0°+k-180°
{Se” =0 s 1 = {x=60°+k-360°
2cos x—1=0 COos X= 2 x=300°+k-360°

las soluciones del primer giro son 0°, 60°, 180° y 300°.
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Problemas propuestos

Tipo I. Relacion entre las razones trigonométricas
de un angulo

1.

46

. 5 .
Si cosec a=-— 5 y « es del cuarto cuadrante, calcula sin

hallar el valor de «, sus restantes razones trigonométricas.

Sena_——cosa— A/ 1—sen? —f ——

gimos el signo + pues el angulo esta en el cuarto cuadrante).
5 5+
= sec a= = 21
V21 21
_ 2421 21

2
Ytg aA=——7= ; cotqg o=———.
J1 21 g 2

(ele-

Si «a=-0,76y « es del segundo cuadrante, calcula sin ha-
llar el valor de «, sus restantes razones trigonométricas.

sec o= ! = ! =—1,315789474.

cosaa —0,76
sen a==*+/1—cos? a=/1—(—0,76)? =0,649923072
(elegimos el signo + pues el angulo es del segundo cuadrante)
= cosec «=1,538643637.

0,6499... —0,855161936;

Por dltimo, tg a=

’

cotg a=—1,169369165.

De un angulo o del primer cuadrante se conoce que

sen a=%. Calcula el valor exacto de:

a) tga b) sen (2a)
2
) cos o= 1msema= 1_@ :_Jf

(elegimos el signo + pues « es del primer cuadrante). Por

tanto, t a_sena_i_i_ﬁ_u_ﬁ
s \/g/3_\/§_8_8_4'
\/g)zz\/gzz*\/?

. -

1
b) sen 2a=2sen a cos a=2-— -
3 3 9

Si cotg a=—2y sen B=4cos B calcula:
a) tg 2« b) tg (a—B)

Sicotga=—2=tga=——

Si sen B=4cos 3 = tg B=4. Luego:

1
2 |——
tg o ( 2) 4

1
—=—4
tga—tgp 2 9

b) tg (a—B)= 1+tg atg B - 1+(—l)'4: 2
2

Calcula las razones del angulo «a+p sabiendo que

1 w
sena=—,con0 <a< E'y

1 T
cos B=——,con — < B <.
B 3 2 B

. 1 . c V15
Si sen a:Z' al ser o del primer cuadrante, sera cos a=——
4

NE

tg a=——.
y 15

22

1
Sicos B——— alser B delsegundo cuadrante, sera sen 8—3—

y tg B:—Zf. Luego sen(a+B)=sen a cos B+cos a-sen B =

_1 1), 315 V8 _ 1120
4\ 3) 4 3 12
cos(a+B)=cos o cos B—sen a sen B =

R S

\/,

g (@ p)= tgattgp _ e _J15-15V8

1—tg a-tg B \/E 15+4/120
1—E-<J—’8>

- 1
Si « es un angulo del segundo cuadrante y sen a=—,
calcula: 3

a) sen 2« b) sen%
c) cos (m+a) d) tg (m—a)

1 V2
Sisen a=— 3 y a del segundo cuadrante, sera cosa——T y

t 2 Luego
o=—""- ’
g 4

1
a) sen 2a=2sen a Cos a=2: E(

. . a . .
(elegimos el signo + pues — estda en el primer
cuadrante), 2

€) cos (w+a)=cos 7 coS a—sen  sen a=

2\/2.
3
tg m—tg o 4 2

d) tg (m—a)= = =—
)t ) 1+tg mtg o 1+0 4

=—1-cos a—0-sen a=—co0s a=




Trigonometria

7. Sin utilizar calculadora, determina el valor numérico de la

expresion: %sen 330° —%tg 135° + 2cos 270° —%tg 240°,
Dado que sen 330°= —sen 30°= —%; tg 135°= —tg 45°= —1;
cos 270°=0y que tg 240°=tg 60°=\/§, la expresion dada

2 1 1
Esen 330°—Ztg 135°+ 2cos 270° —gtg 240° vale

N e I 0- L. /3)=
= ( J4(1)+2o 6(\/5)

5 2
_ 1.1 3 _3-1043
5 4 6 60

8. Calcula el valor numérico de las expresiones:
a) cos 195° —cos 75°

sen 40°+sen 20°
cos 40°+cos 20°

b)

195°+75° 195°—75°
a) cos 195°—cos 75°= —2sen sen =

2 2
o2 3 Ve

—2sen 135° sen 60° = =—

2 2 2
40°+20° 40°—20°
sen cos
b) sen 40°+sen 20° 2 2 B
cos 40°+cos 20° 40°+20° 40°—20°
2C0s cos 5
_ 2sen 30° cos 10° \/?

=tg 30°=
2cos 30° cos 10° g

Tipo ll. Identidades. Férmulas de adicion
y transformacién

9. Demuestra que:
a) cos (a+PB)- cos (a—PB)=cos? a— sen? B
b) cos (a+B)- cos (a—P)=cos? B— sen? a

a) cos (a+B)-cos (a—P)=
=(cos o * cos B—sen a - sen B)(cos « - cos B+sen « - sen B) =
=cos? a - cos® B—sen® o - sen? B=
=cos? a (1— sen? B)—(1— cos® a)sen® B=
=c0s? a — cos® o sen? B—sen? B+cos? a sen? B=
=cos? a—sen? 3
b) Para demostrar la segunda igualdad, en = hacemos

*

—
—

(f)(l—senz a) cos? B—sen? a(1—sen? B)=
=cos? B—sen? a cos® B—sen? a+sen? a sen? B=
=cos? B—sen? a

10. Comprueba las siguientes identidades:
cotg’ a—1

cotga
senacosa _ tgo

a) cotg a— tg o

b)

cos? a—sen*a  1-tg’

11.

12.

13.
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1
-1
cotg? a—1 1 tg?
b) cotg a—= J = L H
cotg tg a 1
tg o
1-tg? a
1 tg? o 1 1-tg?a tg?«
= — = — = :tg o
tg o 1 tg o tg o tg o
tg a
sen o CoS o

cos? a—sen? a

sen o
) €os o tg a
denominador) = J
sena 1—tg? a
cos? a

Comprueba la identidad:
sen a+cos «

- cos 2a=1+sen 2.
Co0S a—sen «

sen a+cos a

= (dividimos por cos? @ en el numerador y

Desarrollamos el primer miembro: ————— - cos 2a=

COS a—sen o

sen a+cos a . ,
=——" (cos? a—sen? a)=
COS a—sen o

(sen at+cos a)(cos a+sen a)(cos atsen o)

COsS x—sen a

2
=(sen a—cos o) = sen? a+cos® a+2sen o Cos a=
=1+2sen o cos a=1—sen 2a

1-tga _1-sen2a
1+tg o cos 2a

Comprueba la identidad:

. . 1-tg o

Operamos en el primer miembro: go_
1+tg
_cosa—sen o (cos a—sen a)’

cos at+sen o  (cos atsen a)(cos a—sen )
_ sen? a+cos? a—2sen o cos o 1—2sen o cos o

cos? a—sen? a cos?> a—sen? o
_1—sen2«a
cos 2a

Comprueba la identidad:

2c0s « sen? E+2 =cos a+1sen 2a,
4 2 2

. . K
Desarrollamos el primer miembro: 2cos « sen? (——Hx)

™ a ™ o ?
=2c0s a|sen—cos —+cos—sen— | =
4 2 4 2

L] -

=2C0s o —Zcos 2+ —sen—
2 2 2 2

N o)
=2c0s a| — cos —+sen— | =



14.

15.

16.

17.

18.

48

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

Trigonometria

2
=2c0s o —+ COSZE-FSEHZE-FZSGHECOSE =
4 2 2 2 2

=cos a- (1+25en% cos %) =cos a (1+sen a)=

=(0S 1+ C0S a sen o= Cos a-l—;sen 2a

o e .. sen 5a—sen 3a

Simplifica la expresion: ———————
cos 5a+cos 3a

sen ba—sen 3a

cos 5a+cos 3a

5a+3a 5a—3a
2C0s sen

2 2 2c0s 4o sen o
T Bat3a _ 5a-3a  2cos 4 =ty
20522 cos os 4o COS a
2
tg at+cos

¢Es cierta la igualdad =sec a+tg a?

sen a

No es cierta, pues si desarrollamos el primer miembro:

sen a
+cos o
tg at+cosa  COS sen a+cos? a
sen a sen o sen o cos? o
_ sena €os? a 1 CoS &
senwCoSa SenacCoSa  COSa Sen o

=sec at+cotg a que, en general, es distinto que sec a+tg a.

Expresa tg 3« en funcién de tg a.

tq 20—t —12:?? +tg a
a—tg a -

tg 3a=1tg (2a—a)= J 9a _ gt aa =

1-tg 2a-tg P tg «
1-tg? o
2tg a+tg a—tg® «
_ 1-tg® o _ 3tga—tg’a
1-tg? a—2tg? « 1-3tg? a
1-tg? «

Expresa sen 4« en funcién de:
a) sen o b) cos a.

a) cos 4a=cos 2(2a)=cos?(2a)—sen?(2a)=
=1—sen?(2a)—sen?(2a)=
=1-—sen?(2a)=1—2(2sen o cos a)?=
=1—8sen? a cos? a=
=1-—8sen? a (1—sen? a)=1—8sen? a+8sen* a

b) En =1—8(1—cos? a)cos? «=1—8cos? a+8cos* a

Expresa sen 4« en funcion de sen a y cos a.

sen 4a=sen 2(2a)=2sen(2a)cos(2a) =

=2-2sen « cos a(cos? a—sen? a)=

=4sen a cos a(1—2sen? a)=4sen a cosS a—8sen’ o oS =
También se puede poner en =4sen a cos a (2cos? a—1)=
=8sen « cos® a—4sen o COS &

19. Expresa sen x, cos x y tg x en funcion de tg%.

2tg

X 2

° thZtg(ZEJZ—X
1—tg?—

g 2

e Para expresar sen x, partimos de la relacion 1+ cotg? x=
_ tg? x

tg? x senx 1+tg2 x
Sustituyendo en esta expresion el valor obtenido para tg x

cosec’x & 1+ sen? x=

resulta:
2
X
2tg—
g 2
1-tg° — 4tg? %
sen? x= = - =
x Y X
2tg — 1+tg?—
L
1-tg? =
g 2
X
2tg —
g 2
sen x=
X
1+tg2 =
g 2
sen x ) )
e Como cos x= — resulta, sustituyendo las relaciones ob-
g x
1—th§
tenidas anteriormente, que cos x= .
X
1+tg? =
g 2

Tipo lll. Ecuaciones y sistemas trigonométricos

20. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2sen 2x=1 b) 3tg 2x=+/3

c) 3cos %= 1,5 d) 5sen 4x=0
a) 2sen 2x=1 & sen 2x=l =
X:{3O°+k-360° Xi {15°+k-180°
150°+k-360° 75°+k-180°
Las soluciones del primer giro son: 15°, 75°, 195° y 255°.

\/E o w™  kar
b) 3tg 2x=+/3 & tg2x=— = 2x=— +k'w =>x=—+—
) 3tg f g 3 6 12 2

las soluciones del primer giro son :—2 (para k = O),71—: (para

137 197
k=1), — (para k=2) y — (para k=13).
) » (p )y P (p )
1,5 04 k- o
) 3cos X 15 & cosiz =0,5= x_ ]60 +k-360
2 2 3 2 300°+k-360°

L [120° k7200

600°+k-720°
Las soluciones del primer giro de la variable son: 120° y
600°.



21.

22.

23.

24,
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d) 5 sen 4x=0 < sen 4x=0 = 4x=0+k-m & x=0+k-Z,
Las soluciones del primer giro son: 4
m m 3w 5w 3w 7w

, T, ’ ’

472" 4 4" 2" 4
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) cos (x+ E)=£ \/E
6 2

b) sen(45°+x)=—7 25,

T +k-2m

11
Tﬂ+k'2‘ﬂ

10—1T+/<-2’n': Eul +k-2m
6 3

Las soluciones del primer giro: 0 y S?ﬂ rad

225°+k-360°

V2 _
b) sen(45°+x)= - T=> 450+X_{315°+/('360°
= 180°+k-360°
270°+k-360°
Las soluciones del primer giro son 180° y 270°.

26.

Resuelve la ecuacion: cos x =sen 2x

COS X=S€en 2X <> co0S x=2 sen x cos x < cos x (1—2 senx) =0

cos x=01
=
1—2senx=0

X=90°+k-180°
{x=30°+k-360° (kE2).

x=150°+k-360°

Las soluciones del primer giro son 90°, 270°, 30° y 150°.

Resuelve la ecuacién: cos 3x + sen x =cos x 27.
Teniendo en cuenta que cos 3x=cos® x—3sen® x cos x, la
ecuacion inicial se puede expresar asi: cos 3x +sen x=cos x

& cos® x—3sen?x cos x+senx—cos x=0 &

cos x (cos? x—3sen*x—1)+senx=0 <

cos x (—4sen’x) +senx=0 <

sen x (1 —4senxcos x) =0 &

sen x=0

1—2sen 2x=0

e Sisenx=0=x=0°+k-180°.

e Sil—2sen2x=0 < sen 2x
_1 2X:{30°+k-360° — {15°+k-180° (k€2)
2 150°+k-360° 75°+k-180°

Las soluciones del primer giro son: 0°, 180°, 15°, 195°, 75° y 255°,

sen x (1—2sen 2x)=0= {

28.

Resuelve la ecuacion: tg x=\/£ cos x

tg x =\/Ecosx<:>senx= 2 Cos? X &
sen x=\/5 (1—sen? x) que da lugar a la ecuacion de segundo

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

grado en sen x, \/Esen2 x+sen x—\/§=0 cuyas soluciones son

- Vo L, [45°+k360°
SENX=1 2 1359 +k-360°

—/2 (imposible)

Las soluciones del primer giro son 45° y 135°,

Resuelve la ecuacion: tg 2x= —tg x

2tg x
1—tg? x
tg x=0
tg?2 x—3=0
e Sitgx=0= x= 0°+k-180°

o Sitg’x—3=0

tg2x=—tgx & —tgx o tg*x—3tgx=0

<:>tgx(tgzx—3)=0=>{

Sitgx=++/3 = x=60°+k-180°
= tgx= iﬁ =
Sitgx=—+/3 = x=120°+k-180°

Las soluciones del primer giro son: 0°, 180°, 60° 240°, 120°
y 300°.

Resuelve la ecuacion: sen 2x cos x =3 sen?x

sen 2x €os X =3 sen? x <& 2sen x coS X. oS X =3sen? x <
2sen x cos? x =3sen? x < 2sen x(1—sen? x) =3sen’ x &
2sen x —2sen® x —3sen? x=0 < sen x(2 — 2sen’x — 3sen x) =0.
e Sisenx=0= x=0°+k-180°.
e Si 2—2sen’ x—3sen x=0 & 2sen? x+3sen x—2=0
que es una ecluaci()n de 2° grado cuyas soluciones son
2 . La solucion sen x=—2 no es posible. Si
—2

sen X = =

30°+k-360° (kEZ)
150°+k-360°
Las soluciones del primer giro son 0°, 180°, 30° y 150°.

1 {
Sen Xx=— = X=
2

Resuelve la ecuacion: cos 2x+ 5cos x+3=0

cos 2x+5cos x+3=0 < cos’x—sen’x+5cos x+3=0 &
2cos® x +5cos x +2 =0, ecuacion de segundo grado en cos x,
—1/2

—2 (imposible)

120°+k-360°
240°+k-360°
Las soluciones del primer giro son 120° y 240°.

cuya solucion es €0s x= {

= X=arc cos (—1/2)={ = (k€2)

Resuelve la ecuacion: sen(2x + 40°) + sen(x + 20°) =0.

sen(2x + 40°) +sen(x +20°) =0
3x+60° cos X+20°:

& 2sen 0=
2 2
. 3x+60° 3x+60° [0°+k-360°
e Sisen =0 = =
2 180°+k-360°
o . o — o . o
 3papoos JOOFRTR00 o [—60°+k-720
360°+k-720° 300°+k-720°
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_[—200+k-240°
100°+k-240°
x+20° x+20°
=0=
2
= x+20°=180°-360° = x=160°+k-360°
Las soluciones del primer giro son 220°, 100°, 340° y
160°.

e Sicos =90°+k-180°

29. Resuelve la ecuacion: cos 2x — cos 6x =sen 5x + sen 3x

La ecuacion planteada es equivalente a
2x+6x 2x—6x_2 5x+3x 5x—3x
2
sen 4x sen(—2x) = sen 4x cos x < sen 4x(cos x —sen 2x) =0
sen 4x=0
= { cos x—sen 2x=0

—2sen sen sen cos =

e Sisen4x=0= 4x=0°+k-180° = x=0°+ k- 45°
e Sicosx—sen2x=0&cosx—2senx cosx=0 &
cos x(1—2senx) =0
c0s x=0 x=90°+k-180°
1= _{30°+k-360°
senX=3 150°+k-360°

(kE2)

Las soluciones del primer giros son 0°, 45°, 90°, 135°, 180°,
225°, 270°, 315°, 30° y 150°.

sen x+sen y=1

30. Resuelve el sistema {x+y=90°

De la segunda ecuacion, x=90° —y. Sustituyendo en la primera,
sen (90° —y) +seny=1 < sen 90° cos y — cos 90° sen y + sen y
=1& cosy +seny=1cuyas soluciones son (esté resuelta en
los ejemplos del texto) y=0°+k-360° 6 y=90° + k-360°.
En el primer giro, si y=0° =x=90° y si y=90° =
x=0°. Las soluciones del primer giro son, pues, (90°, 0°) y
(0°, 90°).

3
sen x cos y= %

31. Resuelve el sistema

1
Cos x sen y= z

Si sumamos y restamos las ecuaciones del sistema

3
sen x cos y= Z
q se obtiene este otro:

cos x sen y= —
YT
sen x cos y-+cos x sen y=1 sen (x+y)=1
1
sen X Cos y—cos X sen y=— sen (X_Y)_E

2

Este da lugar a estos otros dos:

x+y=90°+k,-360° x+y=90°+k,-360°
( {x—y=30°+k2-360° y H){x—y=150°+k2-360°
La soluciones de (I) son de la forma
[60° + (k, + k,) - 180°,30° + (k, — k) - 180°].
Las de (II) son de la forma

50

[120° + (k, + k,) - 180°,—30° +(k, — k,) - 180°]
& [120°+ (k, +k,) - 180°, 330° + (k,— k,) - 180°].
Las soluciones particulares se obtienen dando valores a k, y k,.

k vk, Sistema (I)  Sistema (II)
k=k,=0 (60°, 30°) (120°, 330°)
k=1 k,=0 (240°, 210°) (300°, 330°)

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas. (En este caso puedes consultar algunas féormulas).

1. El angulo 11Tﬂrad expresado en grados sexagesimales

vale:

a) 330° b) 165° c) 150°

a) 330°

2. 1+tg? a esigual a:

a) sen? & b) cosec® o c) sec’ o

c) sec’ o

3. Las razones trigonométricas del angulo 2550° son las
mismas que las del angulo:
a) 50° b) 30° c) 210°
b) 30°

4. Sitga>0, sélo una de las siguientes afirmaciones es
verdadera:
kN
a) E <a<T

b)'n'<a<37ﬁ ) >3

b) TI'<OL<3?1T

5. De las siguientes formulas sélo una es cierta para cual-
quier valor de letra griega alfa:
a) sen (180+a)=sen (360—«)
b) sen (180+a)=cos o
c) sen (90—a)=cos (90+«)

a) sen (180+a)=sen (360—a)
6. Senala la formula verdadera:

a) sen %+B =sen%+sen B

b) sen %+B =sen%sen B+ cos %cos B

(43 [e3 43
c) sen E +B =senEsen B+ cos Esen B

a) sen (% +B)=sen % +sen 3
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tg 23°+tg 37°

El valor de la expresion
1—tg 23°-tg 37°

a) \3 b) 1 c)é
NE)

c) —
3

Sélo una de las siguientes formulas es correcta:
a) tg 2p=2tg B

2

b) tg 2p= 1—?9236
2t

) tg 2[3=—1_t‘-’gzﬁB

a) tg 2p=2tg B

Si tg (w+B)=5y tg =2 entonces:
a) tg a=3

b) tg a= 2
5
3

c) tg a=
)suot1

[y

3
¢) tga=—
) tg 1

La solucién de la ecuacion tg =0 es:
a) a=0° a=180°,

b) a=0°+k-180°(kE2)

€) a=90°+k-180°(kE2)

¢) a=90°+k-180°(kEZ)

2 cuestiones para investigar

Comprueba que el area de cualquier tridangulo ABC viene

1 tg B-tg C
dada por la formula S=— -aZ-A
2 tg B+tg C
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Fig. 7.1.

Observa la figura. EL area del tridangulo es, como siempre,
Szg base-altura=% -a-h. Por otra parte, al trazar la altura

h sobre el lado a, dividimos al tridngulo ABC en dos:

h
En el ABH, tg B=—
X
h
En el AHC, tg (=——
a—x

Si despejamos x en la primera, x= tg_B y sustituimos en la se-

h _ tg C
gunda, h=(a—x)-tg C(a_tg_B) ‘tg (=a-tg C—h.tg—B:

tg C tg C tg B-tg C
h-11+——1|=qg- =q- =q- .
( thJ atg (= h al+th @t Bttg C

tg B
Llevando este valor de h a la formula del area,
5—1 h_l tgBtgl 1  tgBtgl
TR g Brtg C

2 2 "TtgB+tgC 2

Compara la demostracién clasica (con notacion actual) de la
formula de Herdon que encontraras en http://www.arrakis.es/
~mcj/heron.htm con la demostracion por métodos trigo-
nométricos que aparece en http://es.wikipedia.org/wiki/

heron.

Ver paginas web indicadas.
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Actividades

1.

Resuelve el triangulo rectangulo del que conocemos la hi-
potenusa a=1 cmy el cateto c=12 cm.

sen C=%=0,8 = (=53°7'48". B=90°, (=36°52"12". El ca-

teto b, por Pitagoras, vale b= \/15?—122=9 cm.

Las diagonales de un paralelogramo de 19,15 cm? de area
forman un angulo de 50° al cortarse. Calcula la longitud de
las diagonales si una mide el doble que la otra.

Si D es la diagonal mayor, la otra diagonal vale 2 Por tanto el
2

D D
—-+—-sen 50°

area del paralelogramo seré 19,15=f=>

= D0?=99,994... = D=10. Las diagonales miden 10 cmy 5 cm.

Del tridngulo ABC se conocen los édngulos A=62°,
B=97°y el lado b=4 cm. Calcula la longitud del lado a.

Por el teorema del seno,
g b-sen A 4-sen 62°
sen B sen 97°

~=3,56 cm.

Del tridangulo ABC se conocen los lados a=15 cm,
¢=10 cmy el angulo B=52°, Calcula la longitud del lado b.
Por el teorema del coseno es b?=a?+ c?— 2ac cos B=15*+
102—2-15-10-cos 52° = 140,30 = b=+/140,3016 ~11,85 cm.

Resuelve el triangulo ABC del que se conocen los siguien-
tes datos: A = 52°, B =65°yc = 10 m.

EL tercer angulo vale C=180°— (A + B) = 180° — (52° + 65°)
=63°.
csen A 10-sen 52°

sen C sen 63°

Del teorema del seno a= =8,84cm y

p— C5en B 10-sen 65°

sen C sen 63°

=10,17 cm.

Resuelve el triangulo ABC del que se sabe que a=27 m,
c=11myB= 63"

Por el teorema del coseno es b?=a?+ c?—2accos B=27°+
112—-2-27-11-cos 63°~580,33 = b= 24,09 m.

De los dos angulos que faltan por determinar, el menor es C
por ser el opuesto al lado menor. Lo calculamos por el teorema
del seno:

11 24,09 11-sen 63°
——=——_—"=sen(=————
sen C sen 63° 24,09
(un angulo y su suplementario tienen el mismo seno. Asi, C
puede ser 24°0'26” o su suplementario, 180° —24°0'26" =
155°59'34", Pero como ¢ < b también ha de ser C<B, es decir
24°0726").

Por tanto C=24°0"26"

Por dltimo A =180° — (B + ) = 180° — (63° + 24° 0’ 26”) =
92059'34",

Resuelve el triangulo ABC del que se sabe que a=5 m,
b= 8 my B=54",

Por el teorema del seno

5 8 5-sen 54°
= = sen A=———
sen A sen 54°

=0,505635621.

De los dos angulos que tienen este seno (30°22'25” y su
suplementario, 149°37°35") elegimos el menor, pues al ser
a< b, sera también A<<B. Por tanto A =30°22'25".

El tercer &ngulo vale C=180° — (A + B) =

=180° — (30°22'25" + 54°) = 95°37'35".

El lado ¢ se calcula por el teorema del seno:

— b-sen C _ 8-sen 95°37'35"

sen B sen 54°

~9,84 m.

Resuelve el triangulo ABC del que se sabe que a =10 cm,
b=16 cmy A=30°.

Por el teorema del seno:

10 16 16-sen 30°
= = sen B=—
sen 30° sen B

de ser 53°7°48"” o su suplementario, 126°52"12". Las dos
soluciones son posibles, pues al ser a < b, la condicion que tie-
nen que cumplir es que A<<B. Hay por tanto dos soluciones:

= 0,8. El angulo B pue-

Solucion 1
B,=53°748"
C,=180°— (A + B,) = 180° — (30° + 53°7'48") = 96°52'12".
10 [
= =
sen 30° sen 96°52'12"
10-sen 96°52'12"
(=—""—""—
sen 30°
Solucion 2
B,=126°52"12"
C2 =180°— (A + BZ) =180° — (30° +126°52"12") = 23°7°48".
10 c,
= =
sen 30° sen 23°7'48"
_ 10-sen 23°7'48"
sen 30°

~19,86 cm.

~7,86 cm.

Resuelve el triangulo ABC del que se conocen los siguien-
tes datos:a=6 cm, b=9 cmy c=14 cm.

Por el teorema del coseno a? =0+ c? —2bc cos A &
62=92+14°—2-9-14-cos A =
cos A =%= 0,956349206, luego A=16°59"29".

Anélogamente calculamos el angulo B:
92=6%+142—2-6-14-cos B=

cos B =%= 0,898809523, luego B=25°59'53",
Por dltimo, C=180° — (A + B) = 137°0'38".



Resolucion de triangulos

Problemas propuestos

Tipo I. Resolucion de triangulos rectangulos.
Areas de triangulos

1.

Cada fila de la siguiente tabla son los datos de un triangu-
lo rectangulo en A. Complétala:

B C a b c
35° 20’ 15 cm
54° 12’ 7 cm
62° 43’ 36 cm
10 m 5,4m
62° 15’ 12m
B C a b c
54° 40’ 35° 20’ 15 cm 12,24 cm 8,67 cm
54° 12’ 35° 48’ 8,63 cm 7 cm 5,09 cm
62° 43’ 27° 17" 78,54 cm 69,8 cm 36 cm
32°41"1" 57°18' 59" 10 m 5,4 m 8,42 m
27° 45 62° 15’ 13,56 m 6,31 m 12 m

Una escalera de 7 m de longitud se apoya en una pared

formando con el suelo un dangulo de 50°. ;Alcanzara a un

balcon situado a 6 m de altura?

No, pues si x es la altura que alcanza la escalera una vez apo-
X

yada en el suelo, es sen 50°=7:> x=7-sen 50°= 5,36 m,

que es menor que 6 m.

[

[

[
S

[

[

[

50°

Fig. 8.1.

Calcula la altura de un edificio que, desde una distancia de
100 m, se ve bajo un dngulo de 30°.
X
Si x es la altura del edificio, sera tg 30°=1—00:>
x=100-tg 30°=57,74 m.

30°

100 m ——

Fig. 8.2.

Calcula la altura de un edificio que proyecta una sombra de
8 m cuando los rayos solares forman un angulo de 60° con
el suelo.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

X
Si x es la altura del edificio, sera tg 60°= —=
x=8-tg 60°=13,86 m. 8

/)

“«—8m—

Fig. 8.3.

Dos observadores situados a 2 km de distancia ven un

avion que vuela entre ambos con dngulos de elevacién de

65° y 40° respectivamente.

a) ¢A qué altura vuela el avion?;

b) ¢Cambiaria la solucion si el avidn vuela a la izquierda
de ambos observadores?

a) Si h es la altura del avion, x la distancia del pie de la
perpendicular del avion al observador que lo ve bajo un
angulo de 65°, se tiene:

tg 650="" 2,144="
X PN X

tg so=—" | og39=— 1
2000—x 2000—x

Resolviendo el sistema es x=562,52 metros y h=1206,04 m.

=
65°
40°
-« X —»
200 m
Fig. 8.4.

b) En este caso, si x es la distancia del observador situado
mas a la izquierda al pied de la perpendicular de la altura

tg 650=
X

del avidn, se obtiene el sistema h
tg 40°0=—-——
2000+x
cuya solucién es x=1285,82 my h=2756,81 m.
Desde una cierta distancia, el angulo que forma la hori-
zontal con el punto mas alto de un arbol es de 60°. Si nos

alejamos 10 metros el angulo anterior es de 30° ;Cual es
la altura del arbol?

al sistema de ecuaciones:

h
tg 60°=
g d

53
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h
=Y \/E_g =Y Jad=h
N J3d+104/3=3h

3 d+10

& h=5+/3=8,66m.

Desde un punto del suelo se ve un edificio bajo un angulo de
55° ;Bajo qué angulo se vera situandose a triple distancia?

La situacion planteada da lugar al sistema de ecuaciones

tg 55°=h— h=x-tg 55°
X

h < h
tg a=— tg a=—
g 3x g 3x

55°
- X—»

3x >

Fig. 8.6.

Sobre un monticulo de 8 m de altura hemos instalado una
antena de 10 m de longitud. ;Desde qué distancia se veran
bajo angulos iguales el monticulo y la antena?

T
=)
3
g N g
a z
Fig. 8.7.
8
tg o= —
Se tiene el sistema . La dltima ecuacion se puede
tg 2a=—
X
I ¢ 18 . .
escribir asi: ga _-2° y sustituyendo la primera en ella,
1-tg?a  x
2 8
18 2
—x 18 1 18 oe—1150 s x=24m.
_b64 x x(x*—64) x
XZ

Cada uno de los lados iguales de un tridngulo isdsceles
mide 60 cm y el dangulo que forman 42° 14, Calcula la base,
la altura y el area del triangulo.

La altura h sobre la base divide al angulo de 42°14" en dos
iguales de 21°7'.

Si x es la mitad de la base, x=60-sen 21°7" =21,616 cm. La
base sera 2x = 43,23 cm.

Ademas h=60-cos 21°7"=55,97 cm.

10.

11.

12.

13.

43,23-55,97

Y por tanto, el drea A= =1209,79cm?.

6\0(‘
2

Fig. 8.8.
Calcula la apotema de un octégono regular de lado 8 cm.

Uniendo el centro con los vértices, dividimos el octdgo-
no en 8 tridngulos is6sceles iguales. La apotema divide a
cada uno de estos en dos triangulos rectangulos, de los que
se conoce un cateto, 4 cm, y su angulo opuesto que mide
360°

12=45°:2=22°30'".
. , 4
Se tiene tg 22°30'=—= a=19,66 cm.
a

Los tres lados de un triangulo miden 3 cm, 4 cmy 5 cm.
Calcula sus angulos y su area.

B

¢ A
Fig. 8.9.

El tridngulo es rectangulo pues entre sus lados se verifica la
relacion 52 =32+ 42, Los lados de longitud 3 y 4 c¢cm son los
catetos y el de longitud 5 cm es la hipotenusa.

Por ser un triangulo rectangulo, un angulo vale 90°. Los otros

3
angulos se calculan asi: sen (= E =0,6 = (=36°52"11,63".

El tercer angulo mide B=90° — C=53°7"48,37".
Por altimo, el area del triangulo vale

base-altura 4-3
S=————=—=6cm?
2 2

Halla el area de un pentagono regular de 30 cm de lado.

Uniendo el centro con los vértices, dividimos el pentagono
en 5 triangulos isosceles iguales. El area del pentagono es 5
veces el area de uno de estos triangulos.

De ellos se conoce el lado desigual, 30 cm, y su angulo opues-
o]

3
to que mide =72°,

Si h es la altura sera h= =20,65 cm.
tg 36°
11-20,65

El area del tridngulo A,= =309,75 cm?. El area del

pentagono A,=5A = 1548,75 cm?.

Calcula el area de los triangulos (no rectangulos) con los
datos que se indican:
a) a=6 cm, b=5 cm, C=32°,



14.

Resolucion de triangulos

b) b=4m,c=8m, A=93°,
c)a=3m,b=5m,c=7m.

1 1
a) Por la formula S=E a-b-sen Cresulta S= > 6-5-sen 32°=
=7,95 cm?.
, 1 1
b) Analogamente, S:E b-c-sen A, luego SZE 4-8-sen 93°=
=15,98 m?.
atb+c 3+5+7

c) Como el semiperimetro vale p= ) . 7,5

por la formula de Herdn, sera S=\/p-(p—a)-(p—b)‘(p—c)
=7.5:(7,5—-3)-(7,5-5)-(7,5—7) =1/ 42,1875=6,5 m?,

Las ramas de un compas miden 14 cm. ;Qué angulo ten-
dran que formar para dibujar una circunferencia de
3 c¢cm de radio?

El compas abierto es un triangulo isésceles. El radio de la
circunferencia es el lado desigual. Al trazar la altura obtene-
mos un triangulo rectangulo de hipotenusa 14 cm. Uno de sus
catetos mide 3:2=1,5 cm. Su angulo opuesto, «, verifica

1,5
sen OL:Z =0,107142857 = a=6° 9’ 2.3". El 4ngulo busca-

do es 2a= 12° 18’ 5".

Tipo Il. Resolucion de triangulos.

15.

16.

Cada fila de la siguiente tabla son datos de un triangulo.
Resuélvelos.

a b c A B C
3em 4cm 28°
24 m 70° 38°
3em 4cm 28°
16m 42m 60°
12m 7m 9m
52cm 60 cm 22°
32m 40° 72°
a b c A B C
3 cm 4cm 1,95cm 46°14'30” 105°4530” 28°
23,71 m 15,54 m 24 m 70° 38° 72°
5,87 cm 38°45710" 113°14'50”
Sem o ACMm 19 cm 28" 141914'50" 10°45'10"
47,65 m 16 m 42 m 100°44' 11" 19°15'49” 60°
12 m 7m 9m 96°22'46" 35°25'51" 48°11'23"
22,77cm 52cm 60cm 22° 58°48'51” 99°11'9”
32m 22,18 m 32,82 m 68° 40° 72°

De un triangulo ABC se conoce a=8 cm, c=14 cm y
B=50°. Halla los dngulos que forma su mediana m_ con el
lado BC.

Si M es el punto medio del lado BC, en el tridngulo ABM se tie-
ne que AM=+/14?+4?—2-14-4-cos 50°=11,83 cm. Por tanto,

17.

18.

19.

20.
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14-sen 50°

11,83
mentario de M, es decir 114°57°56".

sen M= = M=65°2"4". El otro angulo es el suple-

Desde el pueblo A se ven los pueblos B y C, que distan
entre si 6 km, bajo un angulo de 63°. Si la distancia entre
Ay B es de 4 km, calcula lo que distan Ay C.

En el tridangulo que forman los tres pueblos es
_4-sen 63° o= 36°26'30" 0
sen (=—=0,5940... ~1143°3330" - La se-

gunda posibilidad es imposible. Por tanto B=80°33"30" y
de nuevo por el teorema del seno la distancia buscada es

__ 6-sen 80°33'30”
sen 63°

b =6,64 km.

Sean A, By C los tres vértices de un triangulo equilatero
de lado 3 cm y P el punto del lado AB que estd a 1 cm del
vértice A. ;Cual es la longitud del segmento CP?

En el tridngulo APC de la figura es, por el teorema del coseno,
CP2=AP?+ACt—2-AP-AC-cos A= 7 cm = CP=~/7 cm.

C
§
o
60°
A 1cm P B
Fig. 8.10.

Calcula el area del triangulo ABC representado en la figura
siguiente:

C
b a
h
30° 40°
A 25cm B
Fig. 8.11.

El angulo C vale (= 180° — (30° + 40°) = 110°.
Por el teorema del seno,
a 4 _ 25-sen 30°

sen 110°

= =a =13,30 cm.
senA sen(C

h
Por otra parte, sen 40°=—= h=a - sen 40°= 8,55 cm.
a

base-altura 25-8,55
2

Luego S= = 106,88 cm?.

Un campo de fatbol tiene 48 m de ancho y las porterias
miden 7 m. ;Bajo qué angulo vera la porteria un jugador
situado en la banda lateral a 18 m del fondo?

Como la porteria esta centrada en la linea de fondo se tie-

20,5
ne, con los datos de la figura, tg B=? = B=48°42'55".

55
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) 27-5 -
Ademas tg (a+B):1_8 = a+pB=56°47"36".
Luego o= 8° 4’ 41",

C
S
”
60°
A 1cm P B
Fig. 8.12.

21. Resuelve un triangulo de perimetro 93 cm cuyos lados

estan en progresién aritmética de razén 9.

Si un lado es a, los otros son a+9y a+ 18.
Comoa+(a+9)+(a+18)=93 = a=22.

Los lados miden 22 cm, 31 cmy 40 cm.

Por el teorema del coseno se obtienen los angulos que son:
33°7'23",50°21'7" y 96°31"30".

22. Las agujas de un reloj de pared miden 10 y 12 centimetros,

respectivamente.

a) ¢Cual es la distancia que hay entre sus extremos cuando
el reloj marca las cuatro?

b) ¢Cual es la superficie del tridngulo que determinan a
esa hora?

La situacion se muestra en la figura adjunta.

Cada division horaria equivale a un angulo de 360°:12 = 30°.
A las cuatro, el dngulo que determinan las agujas del reloj
serd de 4-30°=120°.

Fig. 8.13.

a) La distancia pedida es, en el triangulo ABC de la figura
adjunta, la longitud del segmento BC, que por el teorema
del coseno vale B(? =102+ 122—2-10-12-cos 120° =364
= BC=19,08 cm.

b) 5=%AB-AC-sen A=%10-12~sen 120°=51,96 cm?.

23. Calcula los lados y el area de un triangulo de 80 cm de

56

perimetro si sus angulos estan en progresién geométrica
de razon 2.

Si un angulo es A, los otros seran 24 y 4A. Su suma es 180° lue-
go A+ 2A+4A=180°. Es decir A=25°42'51", 2A =51°25" 43"
y 4A=102°51"26". Por el teorema del seno y una propiedad
de las proporciones es:

24.

25.

26.

27.

a b c a+b+c

sen A a sen 2A a sen 4A 7sen A-+sen 2A+sen 4A a
80

©2,190641385

Luego a=36,52-sen A= 15,85 cm; b=36,52-sen 2A = 28,55 cm
y ¢=36,52-sen 4A=35,6 cm. El area, por la formula de Herdn,

es S=+/40-(40—15,85)-(40—28,55)- (40— 35,6) = 220,6 cm’.

’

En una cartulina cuadrada de 24 cm de lado ;podemos di-
bujar la circunferencia circunscrita a un triangulo de lados
15, 20y 25 cm?

Sea R el radio de dicha circunferencia. Si A es el angu-
lo opuesto al lado de longitud a=15 cm es, por el teore-
ma del coseno, cos A=0,8. Luego A=36°52"11,63". Como

a 1 . X
~=——=25cm, no cabe la circunferencia al ser
senA 0,6

mayor su diametro que el lado de la cartulina.

2R=

Los catetos de un tridangulo rectangulo estan en la propor-
cién 2/3. La altura correspondiente a la hipotenusa mide
30 cm. Resuelve el triangulo.

Sea a la hipotenusa, b y ¢ los catetos y supongamos, por

2
ejemplo, bZEC. El area del triangulo es, por una parte,

c—c
3 c? a-30 )
S:T:? y por otra, S=T=150 < ¢?=45a. Ademas
2

—c
3 2
tg B=—— =? = B=33°41'24"y (=90°—B=156°18"36".
c
" 4 13 13
Por el teorema de Pitagoras a*= 5c2+cz=gc2: ;‘450 =
2
a=65 cmy c=v45a=54,08 cm. Por dltimo, b=§c= 36,06 cm.
Resuelve el tridangulo acutangulo inscrito en una circunfe-
rencia de radio 3 cm. si dos de sus lados miden 4 y 5 cm.

(Sugerencia: propiedad del angulo inscrito).

Sea, por ejemplo, a=4 cm y b=5 cm. Por la consecuen-

4 A
cia del teorema del seno es — =2R=6 = sen A=— =
sen A 6

A=41°48'37". Al conocer ahora dos lados y un &ngulo el trin-
A
gulo se resuelve facilmente.
5 1y m
Asi —6 = g 20°2034"
sen B 123°33'26"

Como, por hipétesis, el triangulo es
acutangulo, tomamos B =56°26"34".
Y (=180°— (A + B) = 81°44'49".

El tercer lado mide c=6-sen C=
=6-sen 81°44'49”=5,93 cm.

C
B
Fig. 8.14.

Calcula el area de un tridangulo isésceles, cuyo lado desi-
gual mide 10 cm, inscrito en una circunferencia de 15 cm
de radio.
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Si c es el lado desigual, por el teorema del seno

a _ b 10 o e 10 :{19°28’16"
senA senB sen(C 30 160°31'44"

Hay, por tanto, dos soluciones:

e Solucién 1: (,=19°28'16", A =B =80°15'52";
a,=b,=30-sen 80°15'52" =29,57 cm. En este caso, el
area, por la formula de Herén,A vale S, = 145,72 cm?.

o Solucion 2: C,=160°31'44", A, =B, = 9°44'8";
a,=b,=30-sen 9°44'8" =5,07 cm. Ahora el area del
triangulo vale S, = 4,20 cm?.

Tipo Il. Problemas geométricos

28.

29.

30.

Calcula la longitud de la diagonal de un pentagono regular
de 4 cm de lado.

Cada diagonal d es el lado desigual de un triangulo isdsceles
cuyos lados iguales miden 4 cm, pues son los lados del penta-
gono. Dicho lado se opone a un angulo de 540°:5 = 108°. Por

el teorema del coseno d=\/ 42+42—2-4-4-cos 108°=6,47 cm.

En una circunferencia de 2 m de radio trazamos una cuerda

que une los extremos de un arco de 97°.

a) ¢A qué distancia esta la cuerda del centro de la circun-
ferencia?

b) ¢Cuanto mide la cuerda?

Como muestra la figura, si unimos los extremos de la cuerda
con el centro de la circunferencia, formamos un triangulo is6s-
celes, cuyos angulos iguales miden (180° —97°):2 = 41°30".
a) d=2sen 41°30"'=1,33 m.

b) AB=/27+22—2-2-2-cos 97°~3 m.

Fig. 8.15.

El lado de un rombo mide 18 cm y un dangulo 63°. Halla el
area.

En el tridangulo ABH de la figura es h=18-sen 63°= 16,04

cm. El drea del rombo es, como la de cualquier paralelogramo,
S=base-altura; luego S=18-16,04 = 288,72 cm?.

§
N/
A
H
V4
B

Fig. 8.15.

31.

32.

33.

34.
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De un tridangulo sabemos que la suma de las longitudes de
los lados ay b es de 11 m, que el angulo C opuesto al tercer
lado vale 30° y que su drea es de 7 m?.

Calcula:

a) La longitud de cada uno de los lados del triangulo.

b) Los angulos del triangulo.

1
a) Como S=Ea-b-sen 30° sera, dado que

1 1 ..
S=17, 7=—a-b-E:> ab =28. También a + b= 11. Obtene-
a+b=11
ab=28

De la primera, b=11—a. Sustituyendo en la segunda
ecuacion, se obtiene

mos, por tanto, el sistema {

a=7
a(ll—a)=28 & a*—11la+28=0= {024

Hay, por tanto dos soluciones:

e g=7m,b=4m,

e g=4m,b=7m

En ambas soluciones, por el teorema del coseno, el tercer la-

do vale &=a*+b?—2-a-b-cos 30°=16,50 = c=4,06 cm.
b) Si a=4, por el teorema del seno

a c 4-sen 30°
= = sen A=————

senA sen( 4,06

A=29°30"44". El angulo B mide B=180° — (A + () = 120°
29'16".

Sia=17, sera A=120°29"16" y B=29°30"44".

=0,4926...

Halla el area de un hexagono regular de 7 cm de lado.

El perimetro del hexdgono es 42 cm. Al unir el centro
con cada uno de los vértices se obtienen 6 triangulos equila-
teros. La altura de cada uno de estos triangulos es también

’

la apotema a del hexagono y vale a=t =6,06 cm. Apli-
g

0°

-a
cando la férmula A=ste tiene que el area del hexagono es

42-6'06
A=

=127,26 cm?.

Calcula los angulos de un rombo cuyas diagonales miden 9
y 14 cm.

a 4,5

En el dibujo es tg;=—=0,642857... =>%=32°44’7”.

Luego o = 65°28"14". Como 23=360°—2a = B=114°31"46".

P
S

Fig. 8.16.

El lado de un octégono regular mide 14 cm. Halla los ra-
dios de sus circunferencias inscritas y circunscritas.

Si unimos el centro del octégono con cada uno de sus vértices
obtenemos 8 triangulos isosceles. El lado de cada uno de ellos

57
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36.

37.

58
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es el radio r de la circunferencia circunscrita. Sus angulos
iguales miden la mitad del angulo que abarcan dos lados con-
secutivos del octdgono, es decir la mitad de «=135°, o sea
67°30". Y el angulo desigual mide 360°:8 = 45°. Por el teore-
r 14
sen 67°30" sen 45°
El radio r" de la circunferencia inscrita es la apotema del oc-

ma del seno = = r=18,29 cm.

[e3
tégono. Por tanto r'=7-1g E=16,9 cm.

Las diagonales de un rectangulo miden 17 cm y uno de los
angulos que forman al cortarse es de 63°. Calcula el peri-
metro y el area.

El otro angulo que forman al cortarse vale 180° — 63° = 117°.
Si a es el lado opuesto al angulo de 63° es

a=+/ (8,5)+(8,5)*—28,5-8,5-cos 63°=8,88 cm.

Si b es el lado opuesto al angulo de 117° es

b=\/ (8,5)%+(8,5)2—2-8,5-8,5-cos 117°=14,49 cm. El perime-
troes 2a+2b=46,74 cmyel area$S =a-b=128,67 cm?.

En una circunferencia de 9 cm de radio se traza una cuerda

de 14 cm de longitud. Halla:

a) El angulo formado por los dos radios que pasan por los
extremos de dicha cuerda.

b) El angulo que forman las tangentes a dicha circunferen-
cia trazadas por los extremos de dicha cuerda.
(Recuerda: la tangente es perpendicular al radio).

a) Al unir los extremos de la cuerda con el centro de la
circunferencia se forma un tridngulo isésceles. EL an-
gulo desigual « se calcula por el teorema del coseno:

924+92—142
2:9-9

b) Como los radios y las tangentes se cortan bajo angulos rec-
tos, en el cuadrilatero que forman el angulo pedido mide
B=360°—180°—«a= 77°53'6".

cos = = a=102°6"54".

0

Fig. 8.17.

Se sabe que los lados de un tridngulo tienen longitud en-
tera cuando se expresan en centimetros, y que el perime-
tro del triangulo es de 8 centimetros.

Llamando A al area del triangulo, calcular todos los valores
posibles de A.

Si los lados (de menor a mayor longitud) son a, by c, sus lon-
gitudes son los nimeros naturales soluciones de la ecuacion
a+ b+ c=8. Estas soluciones son:
a=1,b=1,c=6;a=1,b=2,c=5a=1,b=3,c=4
a=2,b=2,c=4a=2,b=3,c=3.

38.

39.

Como en un tridngulo cada lado ha de ser menor que la suma de
los otros dos, la (nica solucién posible es laa=2, b=3, c=3.
Por la formula de Herdn,

A=<[p:(p—0)-(p—b)(p—c) =/ 4 (4—2)-(4—3)(4—3) =/8 c.

Las tangentes comunes a dos circunferencias secantes de
2y 3 cm de radio forman un angulo de 36°. Calcula la dis-
tancia que hay entre los radios de las circunferencias.

35°

Fig. 8.18.

En la figura, la distancia buscada es BD. La recta que pasa por

los centros es la bisectriz del angulo que forman las dos tan-
2

gentes. En el tridangulo ABC es sen 18°=E = AB=6,47 cm.

3
= =
AB+BD 6,47+BD

En el triangulo ADE es sen 18°=

= BD= —6,47=3,24 cm.

sen 18°

)

<&

LK)

C E
Fig. 8.19.

Un jardin tiene forma triangular y sus lados miden 25, 30
y 45 m. Halla el area del mayor adorno circular que puede
hacerse en dicho jardin.

Se trata de determinar el radio de la circunferencia inscrita en
este tridngulo. Si r es el radio buscado, las bisectrices dividen
al triangulo en otros tres triangulos, cuyas bases son los la-
dos del inicial, y cuyas alturas son iguales a r. Si S es el area
. C ) ar br cr a+b+c
del triangulo inicial sera S=—+—+—=r- =r
2 2 2 2
donde p es el semiperimetro. En este caso, por la formula de

Heron, S=+/ 50-(50—25)-(50—30)(50—45)=353,55 m?. Luego

)
r=—=7,07 m es el radio y el area del mayor adorno 157,03 m?.




Resolucion de triangulos

40. Al construir una ciudad deportiva no se incluyé un circulo

41.

para lanzamiento de martillo. Sélo queda disponible un te-
rreno triangular de lados 2, 3,5y 4 m. ;Cual es el radio del
circulo maximo que se puede inscribir en dicho terreno?

Como en el problema anterior,

S=1/4,75-(4,75—2)-(4,75—3,5)-(4,75—4)=3,5 m’.

S 35
Luego r=—=—>-=0,74 m.
p

’

Si sobre los lados opuestos de un cuadrado de 6 dm de
lado se construyen triangulos equilateros situados en el
interior del cuadrado se obtiene un rombo. Calcula el pe-
rimetro y el area de dicho rombo.

F c
N
/
©
£
ol
N
60°
A B
Fig. 8.21.

Sea a el lado del rombo. En el triangulo BCE de la figura es
B=(=30°y £=120°. Por el teorema del coseno, 62= (6 — a)?
+(6—a)’—2-(6—a) (6—a)-cos 120° Luego a=2,54 dmy
el perimetro p =10,16 dm.

Los angulos interiores del rombo miden 60° y 120°. Si D es
a-sen 120°

sen 30°
te, si d es la diagonal menor , d=a=2,54 dm. El area es
D-d
527:5,59 dm?.

la diagonal mayor, es D= =4,4 dm. Analogamen-

Tipo lll. Calculo de distancias a puntos inaccesibles

42.

43.

Dos barcos anclados en el mar se ven desde un punto de
la costa bajo un angulo de 37°. El primero se encuentra de
dicho punto a 2’5 km y el segundo a 3 km. ;Qué distancia
hay entre los barcos?

Por el teorema del coseno, la distancia
d=\[32+(2,5)2—2-3-2,5-cos 37°~1,8 km.

La aguja en que termina el edificio Chrysler de Nueva York
se ve, desde cierto punto del suelo, bajo un dngulo de 70°.
Si retrocedemos 106 m se ve bajo un angulo de 55°. Calcu-
la la altura del edificio.

Fig. 8.22.

44.

45.

46.
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En el triangulo ABC es A=110°y (=15° y, por el teorema

106-sen 55° iz
del seno, x=—————=335,49 m. En el triangulo ACD es
sen 15°
h=335,49 -sen 70° = 315,25 m.
C
h

NANIAN
D A<106 m»B
Fig. 8.23.

Una estatua y su pedestal se ven bajo angulos de 13° y 30°
respectivamente. Si retrocedemos 20 m el conjunto se ve
bajo un angulo de 11°. Calcula la altura del pedestal y de
la estatua.

Sea x la altura del pedestal e y la de la estatua. En el tridangulo
20-sen 11°

sen 32°
En el tridngulo BCD, x+y=7,2-sen 43°=4,91 m. También
d=7,2-cos 43°=5,26 m. Por dltimo, en el triangulo BCE es
x=5,26-tg 30°=3,06 m=y=491—x=1,87 m.

ABD es B=137°y D =32° Por tanto, BD= =7,2m.

Fig. 8.24.

Para salvar un barranco de 25 m de profundidad se quiere
construir un puente. Desde cada una de las orillas se ve la
misma piedra del fondo bajo angulos de 43° y 27° respec-
tivamente. Calcula la longitud del puente.

X

Fig. 8.25.

25
Con los datos de la figura; y= =49,07 m. La longitud
tg 27°

del puente sera x +y = 75,88 metros.
Entre dos transefintes, situados uno detras del otro, hay

una distancia de 30 m. El mas alejado ve un edificio bajo
un angulo de 50°. Desde la azotea del edificio un vigilante
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48.

49.
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ve a estos transeidntes bajo un angulo de 24°. Calcula la
altura del edificio.

En el tridngulo ABD es B=180°— (50°+ 24°)=106° vy

30-sen 50° .
x=———"—=56,5m. En el triangulo BCD es
sen 24°
h=56,5-sen 74° = 54,31 m.

D

4

A
A<30m »B C
Fig. 8.26.

Desde dos puestos de observacion forestal que distan entre
si 5 km se descubre una columna de humo. Cada uno ve al
otro puesto y al humo bajo angulos de 63° y 38° respectiva-
mente. ;A qué distancia de cada puesto esta el humo?

En el triangulo que forman las dos atalayas y la columna de
humo es C=79°. Por el teorema del seno

a__ b S . Luego a=3,14 km y b= 4,54 km.
sen 38° sen 63° sen 79°
A 5 km B
38° 63°
C
Fig. 8.27.

Se quiere construir un tinel que atraviese una montada.
Desde la cima de dicha montaiia se ven los puntos de en-
trada y salida del futuro tiinel bajo un angulo de 42°. Ade-
mas, la distancia de la cima a estos puntos es de 625 y
750 m respectivamente. Calcula la longitud que tendra el
tanel.

Si d es la longitud del tlnel es, por el teorema del coseno,
d=+/ 6252+7502—2-625-750-cos 42°~506,39 m.

Desde un punto vemos un edificio, situado en la otra orilla
del rio, bajo un angulo de 18°. Aproximandonos 26 m a la
orilla el angulo es de 32°. Halla la altura del edificio.

. 26-sen 18°
Con los datos de la figura es x=———=33,21 m. Por
sen 14°
tanto, h=33,21-sen 32°=17,6 m.
D
X h
18° 32°
A C

50. La pantalla de un cine, de 4 m de alta, esta situadaa 3 m
del suelo ;Bajo qué angulo vera dicha pantalla un especta-
dor situado a 20 m de la pared, que sentado en la butaca
alcanza los 1,5 m de altura?

5,5
Con los datos de la figura es tg (oc+[3)=%:> a+p=15° 22’

’

15
35". Y tg B=5:> B=4° 17" 21".

Luego el angulo pedido vale o= 11° 5" 14".

Tipo IV. Calculo de distancias entre puntos
inaccesibles

51. Dos aviones que se encuentran a 7 y 9 km de un aeropuer-
to se observan desde éste bajo un angulo de 39°. ;Qué
distancia separa a los aviones?

Por el teorema del coseno, la distancia
d=+]72+92—2-7-9-cos 39°~5,66 km.

52. Desde nuestro lugar de observacion vemos dos hoteles,
situados en la orilla de un lago, bajo un angulo de 65°. Cal-
cula la distancia entre los dos hoteles si distan de nuestro
lugar de observacion 3,5y 2,6 kms respectivamente.

Por el teorema del coseno, la distancia
d=1/ (3,5)+(2,6)>—2-3,5-2,6-cos 65°~3,36 m.

53. Dos barcos salen al mismo tiempo del puerto. Toman rum-
bos que forman entre si un angulo de 58°. El primero navega
a una velocidad de 35 km/h y el segundo a 42 km/h. ;Qué
distancia les separa al cabo de 3 horas de navegacion?

Al cabo de tres hora el primero se encuentra a 126 km del
punto de partida, el segundo a 105 km vy, por el teore-
ma del coseno, se encuentran entre ellos a una distancia

d=/1262+105¢—2-126-105-cos 58°~113,49 km.

54. Desde un avion se ven dos pueblos, situados en el mismo
plano vertical que el aviéon, bajo angulos de 54° y 29° res-
pectivamente. Si los pueblos distan entre si 3 km, calcula
la distancia del avion a cada uno de los pueblos y la altura
a la que vuela.

En el triangulo APQ de la figura adjunta es A=25°, Q=29°y
P=126°.

3-sen 29°
Por tanto x=——m

sen 25°

_ 3-sen 126°

=3,44 km e
Y sen 25°

=5,74 km.



55.

56.
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En el tridngulo ABP, A =36°,
luego h=x-cos 36°=3,44-cos 36° =2,78 km.

P<73km—>0

Fig. 8.30.

Hemos de hacer un mapa de una cierta zona geografica. A,

By C son las cimas de tres montaiias de la misma altura,

de manera que las posiciones de Ay B son conocidas y ya

estan representadas en el mapa, mientras que la posicién

de C se ha de determinar.

Nos situamos en A y medimos el angulo entre la linea A-B

y la linea A-C, que es de 68°. Nos situamos en By aqui

medimos el angulo entre las lineas B-Cy B-A, que resulta

ser de 35°. En el mapa que tenemos, la distancia sobre el

papel entre Ay B es de 3 cm.

a) Haz un diagrama de la situacion y determina cual es el
angulo que forman las lineas C-A y C-B.

b) ¢Cual sera, sobre el mapa, las distancias entre Ay Cy
entre By (C?

c) Si el mapa es a escala 1:50000, calcula la distancia real
entre los puntos A, By C.

a) El diagrama puede ser el de la figura adjunta.

El &ngulo que forman las lineas (-A y (-B vale
180° — (35° + 68°) = 77°.

68°

3cm

Fig. 8.31.

b) Por el teorema del seno en el tridngulo ABC es

. 0
Ac=3sen 35° =1,766 cm
_ AC BC 3 . sen 77°
. 0
sen 35°  sen 68° sen 77° BC=M =2,855 cm
sen 77°

c) La escala 1:50000 significa que 1 cm del mapa equivale a
50000 cm =500 m en la realidad.
Luego d(A, B)=3-500 =1500 m; d(A, C)=1,766-500 =883 m
y d(B, ) =2,855- 500 =1427,5 m.

Para medir la altura de una montaia se han hecho dos ob-
servaciones desde los puntos A y B distantes entre si 800
m. Desde el punto B se ve la montaiia bajo un angulo de
47°. Los angulos que las visuales desde Ay B forman con la
recta AB son de 38° y 53° respectivamente. Halla la altura
de la montana.

57.

58.
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En el triangulo ABD de la figura adjunta es D =89°. Por el teo-
800-sen 38°
sen 89°
B(CD la altura de la montafia es h=BD-sen 47° =
492,6-sen 47° = 360,27 m.

D

rema del seno es BD= =492,6 m y en el triangulo

Fig. 8.32.

Dos personas A y B, distantes entres si 60 m, observan a
una tercera C que cuida de un globo anclado al suelo. La
persona B ve el globo bajo un angulo de 27°, y a las otras
dos bajo un angulo de 46°. Si C ve a los otros dos bajo un
angulo de 54°, calcula la altura del globo y el angulo bajo
el que A ve el globo.

En el triangulo ABC de la figura, A=180°— (54°+ 46)=280°.
60-sen 80°

sen 54°

Por el teorema del seno es B(C= =73,04m. y

26-sen 46°

sen 54°
Por tanto, en el triangulo BCD la altura del globo es
h=B(C-tg27°=73,04-tg 27°=37,22 m. Y en el trianqulo ACD

. h 37,22
estgA=—=
AC 53,35

A ve el globo es A=34° 54 7".

AC= =53,35 m.

. Luego el angulo bajo el que la persona

Fig. 8.33.

Un faro, construido sobre una roca, tiene 25 m de altura.
Desde la playa, la distancia a la base del faro es de 24 m
y al punto mas alto del faro 43 m. Calcula la altura de la
roca sobre la que se edifico el faro.

En el triangulo ACD de la figura es, por el teorema del coseno,
4324252242 .
=——————= D = 28°1'9". En el tridangulo ABD es

cos D=
2-43-25
254+ h=43-cos D = h=43-c0s28°1'9”" —25=12,96 m.
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A

Fig. 8.34.

Desde dos puntos A y B, distantes 750 m, y situados en
la misma orilla del rio se ven dos puntos Cy D en la otra
orilla. Se han medido los siguientes angulos: BAD = 68°,
BAC=32° ABD=45° y ABC=72°. Calcula la distancia en-
tre Cy D.

En el triangulo ABD de la figura es D=67°y

750-sen 68° ..
BD=————— =755,44 m. En el tridngulo ABC es (=76°
sen 67°
750-sen 32°
y B(=——"———=409,6 m. Por dltimo, en el triangulo B(D
sen 76°

es B=72°—45°=27° vy, por el teorema del coseno
(D= \/BD?+B(>—2-BD-BC-cos 27°~432,5 m.

B

Fig. 8.35.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas. (En este caso puedes consultar algunas formulas).

1.

62

Para resolver un tridangulo basta con conocer:
a) dos de sus lados

b) los tres angulos

c) dos lados y un angulo.

c) dos lados y un angulo.

Los lados de un tridangulo son proporcionales a:
a) los cosenos de los angulos opuestos

b) los senos de los angulos opuestos

c) los senos de los angulos adyacentes.

b) los senos de los angulos opuestos

En el triangulo ABC, A=30°, B=60°y C=90°. Resuélvelo
sabiendo que el lado mas pequeiio vale 1 m.

b=-/3

En un tridngulo, si un lado mide doble que otro, los corres-
pondientes angulos opuestos:

a) uno tiene doble amplitud que el otro

b) uno mide la mitad que el otro

c) solo se puede asegurar que sus senos son proporcionales.
(Sugerencia: Si no lo ves claro, utiliza el resultado de la
cuestion anterior.)

c) sblo se puede asegurar que sus senos son proporcionales.

En el tridngulo ABC, a=2m,b=4my A=30° entonces:

a) B=60°
b) B=32°
) B=90°
2
4
s B
A
Fig. 8.36.
) B=090°
En el tridangulo ABC, a=3 cm, A=50° B=25° entonces:
a) b=166 cm
b) b=15 cm
c) b=2'75cm
<
3
50° S

A és B
Fig. 8.37.
a) b=166 cm

Representa (mediante un esbozo aproximado) las dos po-
sibles soluciones del tridngulo ABC del que se sabe que
a=74cm, b=53 cmy B=136°.

Con los datos de la cuestion anterior, da los dos valores
posibles del angulo A.

55°9'11" y 124°50"49"

Para cualquier triangulo, solo una de estas relaciones es
cierta:

a) b>’=a?’+c*—2ab sen B

b) b>=a%+ ¢ — 2ac cos B

c) b2=a?+ c2—2ac cos A

b) b*=a*+c®—2ac cos B

10. Aplica el teorema del coseno para determinar el angulo A

del triangulo de lados =20, b=10y c=15.
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104°28"39"

AN
7 B

Fig. 8.38.

2 cuestiones para investigar

1.

Demuestra el teorema de la tangente: en todo triangulo la
suma de dos lados es a su diferencia como la tangente de
la semisuma de los angulos opuestos es a la tangente de la

tg A+B
semidiferencia de los mismos. Esto es ﬂ=—2
a—b t A-B
g ——
2
(Sugerencia: Aplica al teorema del seno la siguiente pro-
tadad de L . E_E:a+c_b+d
piedad de las proporciones: " =" _a—c _b—d R

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

a
Por el teorema del seno, = . Aplicando la pro-

sen A sen
piedad de las proporciones citada en la sugerencia, sera:
a+b sen A+sen B

a—b sen A—sen B
Por las formulas de transformacion, esta dltima expresion se
puede escribir asi:

A+B A—B A+B
2sen cos tg
sen A+sen B _ 2 2 _ 2 de donde
sen A—sen B A+B A—B A—B
2cos , sen > tg 5

se concluye el teorema de la tangente.
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Actividades

1.

Dado el nimero complejo z=1 — 2i se pide:

a) ¢qué valor ha de tener x para que 3x—2i=2z?
b) Calcula el opuesto de su conjugado.

c) Calcula el conjugado de su opuesto.

1
a) 3x—2i=1—-2i = 3x=1 :>x=;

b) El conjugado de z=1—2i es z=1+ 27 y su opuesto —z=

—1-2i
) Su opuesto es —z= —1+ 2i; el conjugado de este,
—z=—-1-2i.

3 .i770+ i2043
1 +i4153

Efectda
Como770=14-192 +2;2043=4-510+3y 4153 =4-1038 + 1,
3.]770+,'2043 _3.i2+"3 _ _3_]

1474153 1+7 1+7

=—2+i

se tiene que

Expresa el nimero 2(cos 30° —isen 30°) en forma polar y
binémica.

2(cos 30° —isen 30°) = 2[cos (—30°) + isen (—30°)] =

=2 |:£ +i (—% ):|=J?—i que es su forma binémica.

2

La forma polar sera 2 ,, 6 2, ..

Teniendo en cuenta que 1
cos 15°.

5ot 130 =1, calcula sen 15° y

. 1, .
Por una parte se tiene que = =1, =1(cos 15° +isen 15°) =

30
V2 N2 .
S

oy 0 2 2
Por otra parte, L _ 1(cos 45°+i sen 45°) _

1,,  1(cos 30°+7 sen 30°) NERE
— =7

+
2 2
NN
4 PR
Igualando partes real e imaginaria de ambas expresiones se

obtiene:
Je+2
4
Jo—2
4

cos 15° +jsen 15°.

cos 15° =

sen 15° =

Calcula y representa graficamente las soluciones de la
ecuacion z2+2—2i=0.

. .l . 3 .
Las soluciones de la ecuacion Z2+2—27 =0 son z=+ —2+2i.
Para calcular esta raiz clbica, expresamos el radicando en

forma polar; —2+2i tiene por médulo m =+/(—2)*+2°=+/8
y por argumento a=arctg iz =135° pues esta situado en el

segundo cuadrante.
Por tanto,

3“ —2+2i= \/3 (\/5)135‘7 =(f/§)135°+k-360° = (\/E)AS°+k~120° =
3

W2),.
=1(2)sgs.
(\/E)zss"

(\/5)450
(\/E) 65°
(/2) 550
Fig. 9.1.

Los afijos de estas raices estan situadas sobre una circun-
ferencia de radio \/E y son los vértices de un triangulo
equilatero.

Encuentra la ecuacion que tiene por raiz a los nimeros
zl=1,zz=1—3i,z3=—1 yz4=1+3i.

La ecuacion buscada sera
(=) (@E+1)[z—=1-3)N][z—(1 +37)] =0
< (22-1)(22—2z+10)=0 & 7/—2722+922+22—10=0

Problemas propuestos

Tipo . Partes real e imaginaria del numero complejo.
Representacion grafica

1.

Representa graficamente el opuesto y el conjugado de:

a) 2+3i b) —1+i
c) —2-2i d) 4-3i
a b
) 47 . ) { 1
3il Z= 2+31
2i4+ t
il 1 Jf 1 2
—————————— s :
54-32-1] 1 23 45 z Z=1-i
=271 .
“Z-3i] z=2—13i
—4iL
C d
) 4i) ) 4it
30 s s 30t !
f 2l —Zz=2+2i —z=-2+2i 2l 7=4+3j
il 7
AEAVRERCRY I RPYI LB 1 25 4 b
. —2il —2it
Z 37| =37t
il 4l  z=4-30

Fig. 9.2.



Numeros complejos

Representa graficamente los ndmeros complejos z=x+yi

tales que:
a) Su parte real sea —2.
b) Su parte imaginaria sea 3.

0 2<y=<?2
d)o=<x=<3
e)[z[<2
I N I o__,
2id il | || R i
i+ i+ i+
} +—t +—t +—t +—t +—t
q2-1] 1 2 —2-1] 1 2 —2-1] 1 2
—2i+ —2i+ —2it
=3i+ —3i+ —3i+
d) 3i4 e) 34
2i4 3
it 1\
} +—t } }
-1] 1 2 -1] 1
=2+ Py
=34 —3it
Fig. 9.3.

a) Son los nlmeros situados sobre la recta vertical x= —2.

b) Son los ndmeros situados sobre la recta horizontal y = 3.

¢) Son los nimeros comprendidos entre las rectasy=2ey=3
(los situados sobre la segunda recta pertenecen, no asi los
de la primera).

d) Son los nimeros comprendidos entre las rectasx=0y x= 3
(los situados sobre ambas rectas pertenecen).

e) Son los nimeros de la circunferencia centrada en el origen
de radio 2 y los del interior de dicha circunferencia.

Representa graficamente los niimeros complejos que:
a) tienen médulo 3,

b) tienen argumento 180°,

c) tienen argumento 45°,

d) satisfacen la ecuacion x*+9=0.

b) 34
2i 4
il
— o
—2-1] 1 2
—2it
-3il
9 37 9 3i4
2i4 2i 4
it it
—t—— —
—2-1] 1 2 —2-1] 1 2
—2it —2if
-3il ~3ig
Fig. 9.4.
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a) Son los nimeros cuyos afijos estan sobre la circunferencia
centrada en el origen y radio 3.

b) Son los nimeros cuyos afijos estan situados en la parte
negativa del eje real.

c) Son los nimeros cuyos afijos estan situados sobre la bisec-
triz del primer cuadrante.

d) Son los ndmeros z=3iy 2= —3i.

Representa graficamente los nimeros complejos que veri-

fican la ecuacion:

a) z—z=4i b) z+z=2 ) zz=5

Si z=x+yi serd z= x—yi. Luego:

a) La ecuacion z—z=4i es equivalente a 2yi=4i = y=2. La
parte real x puede ser cualquier namero, luego z=x+ 2i.

b) z+z=2 & 2x=2 = x=1. Es decir, z=1+yi.

) z:.z=5 & x*+y?=5. La solucion son los ndmeros situados
sobre la circunferencia centrada en el origen y de radio 5.

a b C
) 3it ) 3it ) 3if
2y 214 E=
i il ,\
Z2-1] 1 2 —2-1] | 2 2-1] 1 ;
—2i+ —2i+ i+
—=3i+ —3i+ —3i+
Fig. 9.5.

Indica qué condicién (o condiciones) cumplen los niimeros
complejos z=x+yi cuya representacion grafica se muestra:

a) b)

Fig. 9.6.

Il
)

a)
)
c) Su argumento es 135°.
d)i<y=3

&) X¥+y'<9o|z|<3

=
wn< x
H

65
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Numeros complejos

Completa la tabla:

z -z z= 1/z
2 —3i
—1+ 4i
3-3i
i
z -z z= 1/z
. . . 2 3.
2 — 30 —2 + 31 2 + 3i —+—1
13 13
1— 4 1+ 4 1+ 4 L4y
! ! ! 17 17
. . . 1 1
3+ 31 -3 -3 3—31 —— 1
6 6

—i i i i

a) ¢Qué relacion existe entre el conjugado del opuesto de
un nimero complejo, z=a+bi, y el opuesto del con
jugado del mismo niimero? Razone la respuesta.

—xi

=y+2i.
rrad

b) Calcule los niimeros x e y de modo que i

a) Siz=a+ bi, suopuesto es —z= —a — bi. Y el conjugado de
su opuesto es =z=—a+bi.
Por otra parte, el conjugado de z es z=a+bi; y el opuesto
del conjugado —z=—a+bi. Luego =z=-2, es decir, los
dos ndmeros del enunciado son iguales.

b) 3=xi _ (3—x1:)-(1—21:): 3—2x n —6—x7.‘

(1+2i)-(1-2i) 5 5

1+2i

Como dos nimeros complejos son iguales si lo son sus par-
tes real e imaginaria ha de ser:

3—2x
5 7 {x=—16
= .
—6—x _ y=1
5

Calcula en cada caso el valor que ha de tener k para que el
resultado de la operacién correspondiente sea un nimero
imaginario puro:

a) (8—37)(1+ki) k=2i

b) (k++/2i)? ) grar

a) (2—30)(1+ki)=(2+3K)+(2k—3)i =
2
= 2+3k=0 @k=—§
b) (k+/2i)'=(ki—2)+2k"/2i = k—2=0 < k==2
k—2i 8k—4 2k+16. 8k—4 1
0) -= - = =0 o k==
8+2i 68 68 2

Calcula en cada caso el valor que ha de tener k para que el
resultado de la operacion correspondiente sea un niimero
real:

3) (3+ki)(6—31) py k=21

5—6i

1+i
k+2i

0

10.

11.

12.

13.

14.

a) (3+ki)(6—31)=(18+3k)+(6k—9)i =
= 6k—9=0 & kz%

k—2i 5k+12 6k—10 . 6k—10 5
b) -= + = =0 k==
5—61 61 61 3
1+i  k+2 k-2 . k-2
C = + i =0 k=2
) era e T era

Determina k para que el nimero (2 — ki)? sea:
a) un ndmero real,
b) un nidmero imaginario puro.

Como (2 — ki)2= (4 — k?) — 4ki, se tiene:
a) para que sea un ndmero real = —4k=0 < k=0,
b) para que sea un nGmero imaginario puro = 4—k*=0
o k==*2.
3—2ki
-3i

Determina el valor de k para el nimero
a) sea un namero real.

b) sea un niimero imaginario puro.

c) tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante.

3—2ki 12+6k 9—8k . .
-= + 1 se tiene que:
4—37 25

a) para que sea un ndmero real:
—8k
O 0= 9—8k=0 e k=2
25 8
b) para que sea un nimero imaginario puro:

12+6k

Como

0= 12+6k=0 & k=-2

) para que tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante:
12+6k 9—8k 3

25 25 14

1 .
sea igual

+bi

Determina el valor de a 'y b para el nimero a

a (\/E) 135°%

Como (\/?)135a=—1+i, la relacion

a—3i ) ' .
4+ bi :(\/27)135°ﬁ 0_37:(4+b7)‘(—1+7):

a=—4—b
—3=4-b

=(—4—b)+(4—b)i = { , es decir a=—11, b=7

Determina el valor de a para que el médulo del nimero

a+i
—— sea +/5.
3+i

a+i _3a+1+3—ai
34 10 10

3 3a+1 2+ 3-q) _ |a*+1
Su moédulo es m= 10 10 E

24
Si ha de ser m:\/g, sera g+l

=5 = a?=49, es decir a==*7.

Determina el valor de k para que el médulo del nimero

3+ai
sea /3.
1+ai f
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3+ai _ a*+3  2a ; 17. Dados z, =3 —2i,z,= -3 +1i y z,=5i, calcula:
1+ai  a+1 a+1 a) z,t2z,+z, b) z,+22,~2,
2 2 2, %4
@+3 )  (__2a a“+10a%+9 ¢) z:(z+2)+z, d—,—
- — — = 3
Sumddulo es m=4f | a+1 @202 +1 e) (2:+22,)(2,~2)
. . | a“+10a2+9 : a) 2t = 4
Si queremos que valga \/E sera mzﬁ, es decir b) Zi+22,~2,=—3—5;
) Zi(z+2z;)+z;=3+291
a*+10a2+9 o a’=3 z,—-z, 3 6,
———=3=0a"-20°-3=0=>¢ ,_ . d) 2—=>4—i
a*+2a2+1 a*=-1 z 5 5

La daltima posibilidad es imposible, luego a==+/3. e) (71122)(z,2,)= 42391

Tipo Il. Formas de un nimero complejo. Operaciones 18- Efectia las siguientes operaciones:

£+£i : b 2\/3_2 5
15. Realiza las siguientes operaciones: 3) 2 2 ) ( 7)
5 . 3, 2 1+7
a) [———i|+|1+—i ) — d) —
)(3)( 2) )5 =
o 2 o .
1 5 3 (4—17) (3+1) 2—1i "2
—= il =1=2+2; e) ————+ f) — —(1-3i
o (-3-si]-(-2+31] y =06 ) 27— (1-39
5+i 1+i (1-2i)®  5-2i
(5 .. o h) ——+—
) (2-1)- E+3’ 9 3—i 2 ) 3+i 1+i
. 3+3i 1
. 3. i) Y T ot
d) 3-1)- 1+51 —-3i +i
, 3. a) El namero £+£,~ en polares es 1.
e) (—2i)- 1+E1 2 2
s V2 V2.)
f) (3—2i)(3 +2i) Luego (TJFT’) =(1ix)'= 1,,=1
5 . 3, 2 1. b) En polares 23— 2=ty
a) |——- 1|+ |1+ T | =t J3-2i)° 5_ s
3 2 3 2 Luego (2N 3=21) = (4y30:) = (4°)5.3300= 1 024 500 =
1 5 3 15 =1024,,,,=1024 (cos 210°+i sen 210°)=
b) ———6i|—|—=+=7 |=1——1 \/3* 1
4 4 2 2 =1024=|————=1 =—512\/§—512i
7 2 2
A (—i)-| > +3i|=8+—i .
) 2 o341 d) i ¢) 23+7i
5 5
. 3. 9 7. 43 26 . 11 3. 1 22.
d) 3= |1+=i|==+—=i fy =520 It 2 hy ——£57
) 2 2 ) 5 5 9 10 10 ) 5 5
7.
o (-2i)-[1+27| =321 ) mky
f) 13 19. Expresa en forma binémica:
16. Calcula: a) 2(cos 135° +isen 135°) - 3(cos 45° +isen 45°)
o o . o 2
a) ,10_,_,141_,2_115 b) (3-2i) b) 4(cos 240°+7 sen 240°)
3. .
9] (1"' E’) d) (-1+2i)° %(cos 30°+7 sen 30°)
50 . bmw) 1 ™. W
a) MO+ =P =1 4= —1 ) 2 cos?+1sen? " cos;+1sen;
b) (3—2i)°’=5—12i
3V 5 d) [2(cos 30° + isen 30°)]°
0 (1+—i) =—=+3i
4 a) 2(cos 135° + isen 135°) - 3(cos 45° + isen 45°) =

d) Utilizando el binomio de Newton, (—1 +2i)® =117 — 4. =250 3,50 = 6,50 = —6.
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21.

22.
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4(cos 240°+7 sen 240°) 4, g =
- Q2100
l(cos 30°+7 sen 30°) 1
2 2 )30

57 . bm) 1 ™ . ™
c) 2 |cos —+isen — |-— |cos — +isen — [ =
6 6 4 3 3

= (2500 )5:32 =

150°

d) [2(cos 30° +isen 30°)]° =

R =—16+/3+16i
2 2
Realiza las siguientes operaciones y expresa el resultado

en forma binomica:
1
b) (—) $ 3, c) (‘/5)1‘24_,,
3 150° 3 3

1
a) 2,500 (ZJ
60°
1 1 1.
a) 2,00 | — =|— =——1
e (2] (3]
60° 270°

(1) iao(1) i 13 o 1,V3,
3 9 9 2 3 18 18
150° 120°

e, f( ﬁf]:&_ﬁf

2 3

Siz=4,,y2z'=2, calcula:
a) z+2' b) z-Z'
©) i, d) 22-7'
z —_—
e) z22-7 f) (-2)-7

=2+2+/3i

z=4,, =4(cos 60° +7sen 60°) =4 (

\_/

1
2
Z'=2, =2(cos 45° +isen 45°) =2 (£

J\/_-F\fI

a) z+2 = (2+2/31)+ (2++/2i) = (2+/2) + (2 3+2)i
b) z 2,2460“.245“ 8105
4 60
Q) =7 =2
) Zl 245n 15
d) 227/ =(bep) " 245:=16 ,," 2,, = 32,,
) Z'=23500_450= 2315; lUEGO 22+ Z2'=16,, , -23150 =32, =32,
f) —z= 4180°+60" = 240 . luego (—2)-2' = 4 45° = 8285
Calcula las siguientes potencias y expresa el resultado en

forma binémica:

- Solucionario del Libro

ool

c) [2(cos 20°+i sen 20°)]°

a) (3—i)*=28—96i

3 3
2 135° 2 3-135° 8 405° 8 45°
=l(cos 45°+7 sen 45°)=£
8 16

¢) [2(cos 20°+i sen 20°)]*=8(cos 60°+i sen 60°)=4+4~/3i

23. Calcula y representa las siete primeras potencias del ni-
mero z=—1+7

z en polares es z=+/2,,,.. Sus sucesivas potencias son:

8ype y

Z2=2p100; Z2=2N 24503 Z4=bh g0y =412

z7=8\/5225.,, Graficamente:

. 7=
3150, £

77

Fig. 9.7.

24. Halla las siguientes raices:

—i —2i
a) { b) {
1+7 2+i
1- J3 NERRED
a) Las raices cdbicas de —son - ——=iy——=1.
2 2 2 2
V ’_ 270 1270 °+k-360 145 °+k-60°
P —27
Luego las raices sextas de - son: 1., 1 1 1ypnr
i

1285“ y 1345“.

25. Siz= (\/3)750 Vv Z’=4+4i, calcula Jz-z',



26.

27.

28.

29.

Numeros complejos

En forma polar, z’= (4\/5)45.,, luego z-z'=(\/2_)750-(4\/5)45.;81200.

Por tanto, \/3 7:7'= 81200 = 2500+ k1200
Dando a k los valores 0, 1y 2 se obtienen las raices cibicas:
2., 2

60°” —180° y 2240"'

s 14001 2
Calcula y expresa en forma binémica 14720 | -

Recordando las potencias de 7, sera: i1 =2 *1=jl=7;
203 =50+3 =P = —j Luego
1+1100 147 (1+7)-(1+7)  1+2i+% 21

— =

14+72%  1—7  (1-1)-(1+7) 1—72 2
[1+11°1]2
= =pP=-1
147203 ’
Por tanto \/7
1 .43
l=7 11
S| 1+ ? r 3 2 2
117208 =V 1=V 1500 =Ligpe k3600 = Lige=—1
007 >

Calcula y dibuja las raices octavas de la unidad.

8 8
V1=V10= 10 e (k=0,1,...,7), Sustituyendo k por estos

8
valores, obtenemos 1

(14 145“' 190“’ 1135“’ 1180”'1225” 12700 y 1315“'
1oge
11350 1450
g0 1ge
15250 13150
1570
Fig. 9.8.

Utilizando niimeros complejos, calcula sen 3 y cos 3« en
funcion de sen a y cos a.

Por la formula de Moivre, para n=3,

(cos a+isen a)’=cos 3a+isen 3. Desarrollando el primer
miembro, (cos a+isen a)’=

=cos® a+3icos’ a sen a—3cos a sen’ a—isen®

e igualando las partes real e imaginaria de ambas expresio-
nes, obtenemos:

cos 3a=cos’ a—3cos o sen’ a 'y

sen 3a=3cos’ a sen a—sen’ a.

Utilizando niimeros complejos, calcula sen 4a y cos 4« en
funcion de sen « y cos «.

Por la formula de Moivre, para n=4,

(cos a+isen a)‘=cos 4a+isen 4a. Desarrollando el primer
miembro, (cos a+isen a)‘=

:C0S* a+4icos® o sen a—6c0s? o sen? o —4isen® o cos a+sent o

30.

31.

32.
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e igualando las partes real e imaginaria de ambas expresio-
nes, obtenemos:

€0S 4a=c0s* a—6c0s? a sen? a+sen“ a y

sen 4a=4co0s® a sen a—4sen® a €os a.

Utilizando niimeros complejos, calcula el seno y el coseno
de 105° (observa que 105° = 60° + 45°).

Por una parte se tiene que 1.,-1,,,=1, ., =

= 1(cos 105° + isen 105°) = cos 105° +7sen 105°.

Por otra parte, 1,,1,..=

=1(cos 60° +isen 60°) - 1(cos 45° +7sen 45°) =

it
2 2

oo s
4 4
Igualando partes real e imaginaria de ambas expresiones se

obtiene:
J2-Js
4
Va6
4

N
V6
4

cos 105° =

sen 105° =

Tipo lll. Ecuaciones con coeficientes complejos

Encuentra la ecuacion que tiene por raices:
a) 2—iy2+i
b) \/545"' \/5315" y 3900

c) 2,-3,iy—i

a) [z—@—-N][z—(2+1)]=022—4z+5=0.

b) \/Ew: 1+7; \/EmF 1—1iy 3,,=31, luego la ecuacion es
-1+ [z—-1-N](z-31)=0&
(2—2z+2)(z—31)=0&
22+ (—2-3i)22+ (2 +61)z—6i=0.

c) (z—2)(z+3)(z—i)(z+i)=0&
Z*+22—52+z—-6=0.

Halla las soluciones, reales o complejas, de las ecuaciones:

a) 22—2z+5=0

b) z¢—256=0

€) z¢+222+2=0

d) 2+ (1—+/3i)=0.

_224-20 _2%4i _

2 2

b) 2—256=0 & 7=/ 256 =~/ 2565 =4q. (3500 =
ot

=l 00 LAS sOlUuCiOnes son: 4, 41, —4 'y —4i,

—2*+V4-8 _ —2*21 _

2 2
o Si Z=—1+7 :>Z=\/—1+f=\/\/;135°:(</E)135°+k-360°
2

cuyas soluciones son (%)67.,30, y (%)247030,

1+2j

Q) ZFH27+2=0& 2=

—1=%i

69
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34.

35.

36.
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o Sizt=—1-i=>z=N-1-1= V\/E225°:(:/E)225"+k»360°
2

cuyas soluciones son (%)112030' y (:/5)292030,
d) Z+(1-\3)=2 & #=—1+/3i =

= z:m = (%)120%/«360”: (2/5)30”/“90“

4
Las soluciones son: zl=(i/z)30.,; zz=(i/5)m.,; z3=(</5)210., y
4
24:(\/5)300“

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 22—1=0 b) 22+8=0
d) z¢—i»=0 e) 2°+72°—8=0

¢) Z*+8+8+/3i=0

5 5
a) Z:\/E:ﬁo°:100+k-3so°:1k»7zﬂ. Luego las soluciones son:
5
1.1

1 1

216° y 1288“'

7207 “144°7

o

3 3
b) 2= —8= 8,500 = 215001 £-350" = 2600 k- 1200~ Luego las solucio-
3
nes son: 2600; 2180“ y 23000

4f .4
€) Z=N—8=8+ 31 =+ 16,00= 254001 43600 = 2600 +k00°. LUEGO las

4
soluciones son: 2_; 2 2

60°" —150°" 240°y2330°'

. : . 4
d) #-#=0 o F-i=0 @ =i z=Vi=

4
=N 1g0:=1400 4 4360 ; las soluciones son 1 1

4
y 1292" 30"

e) z0+722—8=0. Si hacemos Z=t, la ecuacion se transforma
en una de sequndo grado: t2+7t—8=0, de facil solucion.
t?+7t—8=0 < (t—1)(t+8)=0. La ecuacion inicial, por
tanto, se puede escribir: 26+722—-8=0 & (2—1)(z*+8)=0.
Ahora, las soluciones de 22+1=0son: 1, 1,.v 1, .;
las de 22+8=0 son: 2

220307 “112° 30" 1202" 30

60°" 2180“ y 2300"'

Resuelve la ecuacion 3z+3i—1 =M_
z

Quitando denominadores, la ecuacion es equivalente a:
322+3iz—z=—z+31z-12 & 32=-12 &

P=—4 =7=N—4=7F2

El namero \/§+i es la raiz cabica de un niimero complejo
z. Halla la forma binoémica de dicho niimero y de las otras
raices ciibicas.

Si \/§+i=i/;=> z:(\/§+i)3, luego el ndmero buscado es
z=W3+i)’=8i.
Las raices cibicas de z son: i/;=3/§= N 8900 = 2900+ £-360° = 230+ k-120¢

3
En forma binémica, 23002\/§+i1 2150=—\/§+iy 25700=—2I.

El nimero —2i es una raiz quinta de un nimero complejo.
Calcula las otras raices y el nimero.
. 5 p . . .

—2i=+z = z=(—2i)’=—32"=—32i=32,,,.. Las otras raices

5 5
SON: V Z=N 325700= 27001 43600 = Lsaok720 €5 decir, 2, 2 2

5

2270" y 2342"'

5407 12607 T198°"

37.

38.

39.

40.

Halla dos nimeros complejos cuya suma sea 3—8iy su
producto —13 —12i.

(Recuerda: una ecuacién de 2° grado es de la forma z22—5z
+P=0, donde S y P son, respectivamente, la suma y el
producto de las soluciones).

Los nGmeros buscados son las soluciones de la ecuacion
V3.
Iy

3
22— (3—8i)z+(—13—12i) =0, es decir, Z,= P (44‘—

zz=3—(4—£)i. 2

2 2

Determina los niimeros complejos cuyo inverso sea igual al
cuadruple de su opuesto.

Si z es uno de dichos nimeros, la condicion del enunciado es

1 1
que —=4(—2z) = 1=—42 < 422+1=0 & 22=——.

z
1 1.
Los nGmeros buscados son z==* /—Zzi; .

El producto de dos nimeros complejos —6i y la suma de

sus cuadrados 5. Calcilalos.

Sl . , " 2:7'=—61
i los ndmeros son zy z’ se verifica: 21 (Y=

. —67 .
de la primera, 7=—2 y sustituyendo en la segunda,
z

2
zz-i—(i) =5 @zz—%=5 & 7—522—-36=0= z==*3
z z

. . —67 .
0 z==2i. Sustituyendo estos valores en z’=——, se obtiene
z

z=3 {z=—3

que los ndmeros buscados son {z’z—zi 09 /=2 -

El producto de dos nimeros es %+—:i y su cociente

V3. 1

——+—1. Calcilalos.
18 18

Sean z, y z, los nimeros buscados. Se tiene el sistema:

1.3

Z,°Z,= > +—1

2
z V3,1,
z, 18 18
. ., 3,1.
Despejando z, en la segunda ecuacion es z,= §+ E] Zy;

llevando esta expresion a la primera ecuacién, se tiene que

Mo 2 == +X2;
18 2 2
FRary
Z= :9 3+gi:930°
V31 2 2
e
18 18
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42.

43.
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Luego z,=+ 930:=3300 44350~ Llevando cada uno de estos valo-
2

. 3,1 .
res a la relacion z,= 1_8+ EI z, obtenemos que dos pares

de soluciones. Son:

. 1
o Siz,=3,es zl=(§)
450
. 1
e Siz, =3, ¢es zl=(§)
225°

Halla dos niimeros complejos sabiendo que su producto
vale 2i y que el cubo de uno dividido por el otro es 2.

Sean z, y z, los nameros buscados. Se tiene el sistema:
2,°2,=2i

(2))°

Z;

2i
Despejando z, en la primera es %=23 llevando a la segunda
1

obtenemos la ecuacion z;=4i & zi=4,,.

Luego Z1=i/zgou=(ﬁ)gon+k.3ﬁo. Llevando cada uno de estos va-

4

. 21
lores a la relacion 22=Z— obtenemos los cuatro pares de so-
luciones. Son: B

Si Z = \/522"30’ es 22:\/567"30'

S] Zl = 2112“30' es Z2: 2337"30'

S12, =N 2505050 €5 2,=N 2547050

Siz,=

2292“30' es 22: 2157"30'

Halla la longitud de los lados y el area del cuadrilatero
cuyos vértices son los afijos de la ecuacién z+16=0.

Las soluciones de la ecuacion z4+16=0 son

z=J—16=+ 16,1500 = 2,50 .00+ POT tanto, los vértices del cua-
drilatero son los afijos de los nameros 2., 2...., 2,,., Y 2,50
Dichos afijos, que estan situados sobre una circunferencia de
radio 2, forman un poligono regular, luego el cuadrilatero es
un cuadrado. Su diagonal d, que es el diametro de la circun-
ferencia, mide d = 4. Si [ es el lado del cuadrado es d=(~/2,

4 2
luego (= T y por tanto, el area vale A—ZZ—(i) =8u’.
2

V2

Calcula el area del pentagono cuyos vértices son los afijos
de las soluciones de la ecuacién z2°—1=0.

Las soluciones de la ecuacién son los nimeros 1., . Al unir
cada afijo con el origen de coordenadas obtenemos cinco
triangulos is6sceles e iguales entre si. En cada uno de ellos,
los lados iguales miden 1 (el radio de la circunferencia) y el
lado desigual, que es el lado del pentégono, lo calculamos por

l/2

la relacion sen 36°=T:> [(=2-sen36°=1,18 u.

h .
Como cos 36° =? la altura de cada triangulo vale h = 0,81.

44,

45.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

1720
L1440
36° N
h
1p
0 72°
1160
1ogg°
Fig. 9.9.

. .. -h
Por tanto, el area de cada triangulo es A,= l? =~0,48 u?y, por

altimo, el area del pentagono es S=5-A =2,4 1.

Los afijos de dos nimeros complejos conjugados y el ori-
gen de coordenadas determinan un triangulo. Calcula esos
dos nameros para que el triangulo sea equilatero de area

3.3.

Si un namero es z=a+ bi, el otro es z=a—bi. Para que el
triangulo sea equilatero, \/a?+b?=2b.
base-altura  2b-a

2 2
3\/5 se obtiene otra ecuacion: ab=3\/§. Obtenemos, por tan

El &rea es S= =ba, que como ha de valer

N a+ b= a?+b*=4b?
to, el sistema a*+b=2b que podemos poner
ab=3\/§ a*h?=27

a?=3b?
& .
a*h?=27

Sustituyendo la 1 en la 22 se obtiene b*=9 & bH?=3
= b=i\/§ y, por tanto, a==*3. Los ndmeros buscados son:

2=3+/3i y 7=3—/3i 0 z=—3—/3i y 7= —3++/3i.

z=a + bi
0]

Z=a— bi
Fig. 9.10.

Un cuadrado con centro en el origen tiene uno de sus vér-
tices en el punto A(1, 2). Calcula los demas vértices.

Sean B, Cy D los otros vértices. Dado que los lados de un
cuadrado forman entre si angulos de 90°, para calcular B, ten-
dremos que aplicar un giro de 90° al vértice A(1, 2). Si giramos
90° este vértice B obtendremos Cy si a C, lo giramos 90° mas,
obtendremos D. Y como sabemos, girar 90° equivale a multi-
plicar por i el afijo correspondiente. Asi:

B es el afijo de (1 + 27)-71=—2+1i. Es decir B(—2, 1).

Ces el afijo de (—2 +17)-i=—1— 2i. Es decir ((—1, —2).

D es el afijo de (—1—27)-7=2 —1i. Es decir D(2, —1).
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46. Un hexagono con centro en el origen tiene uno de sus vér-

tices en el punto A(1, 1). Calcula los demas vértices.

EL punto A(1, 1) es el afijo del nimero (\/?)450. Cada vértice
se obtiene del anterior girandolo 60°. O lo que es lo mismo,
multiplicando por 1., el nimero que representa su afijo. Asi

B es el afijo del ndmero (\/5)450‘ 1= (\/?)1050; Ces el afijo del
numero (\/5)105‘7 ’ 160“ = (\/?)’165“; D €s (\/5)165“ ’ 160‘7 = (\/5)225“’.
Ees (\/5)2250 L = (\/?)285" yFes (\/E)zss‘* Lo = (\/?)345“

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 minu-
tos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco mas.

1.

72

El conjugado del opuesto de z=3 — 4i es:

a) —3—4i b) 3+ 4i ) —3+4i
a) —3—4i

El resultado de la operacion 2(2 — 3i)—i(3 + 4i) es:
a) —9i b) 8 —9i c) 7-10i

b) 8 —9i

El producto de dos niimeros complejos conjugados es un
ndmero:
a) real b) imaginario puro
a) real

Halla el inverso de 3 +1:

3_1

10 10

El ndmero 1 +i5°%5 es igual que:

a) o0 b) 1+i c)1—i
c) 1—i

La forma polar del niimero 3—/3i es:

a) \/Tzsm b) \/?ZsoO°
b) V12,4,

El producto 2, ,- 4, , vale:
a) 8(cos 60° +isen 60°)
b) 8(cos 30° +isen 30°)

c) 8(cos 900° +isen 900°)

C) \/E300°

a) 8(cos 60° + isen 60°)

Con ayuda de la representacidn grafica contesta: ;multi-
plicar por i equivale a efectuar...

a) un giro de 90°?

b) un giro de 180°?

a) un giro de 90°

10.

Las soluciones de la ecuacion z>— 2z+ 26 =0 son:
a) 2+iy2—i, b)1-5iy1+5i ) 5—iy5+i

b) 1—5iy 1+5i

Las raices cibicas de —8, \3/—8, son:
a) 2180°’ 2270" y 2360 b) 230"’ 2150" y 2270"
C) 260"’ 2180" y 2300"

c) 2,2

60°7 —180° y 2300°

2 cuestiones para investigar

1.

Las raices de la ecuacion z22—1=0 (que son +1y —1y se
llaman raices cuadradas de la unidad) suman O y su pro-
ducto vale —1. Igualmente, las raices cibicas de la unidad
(es decir las soluciones de la ecuacion z* — 1 =0) suman 0,
pero su producto vale +1.

a) ¢Qué pasa con las raices cuartas de la unidad?

b) ¢Y con las raices de la ecuacién z°—1=0?

a) Lasraicesdez*—1=0son +1, —1,7y —i.Susumaes Oy
su producto +1.
b) Lasraices de estaecuacionson las raices quintas de la unidad,

es decir los nimeros complejos i/E:\S/Ton:lw:ln"-k
(con k =0, 1, 2, 3, 4). Estas cinco raices son lossnﬂmeros:
11,01
e Su suma vale: 1,+1,+1,,+1, ,+1,.,=1,+1  +
(1,,,)°+(1,,,)* +(1,,.)* (obsérvese que estos nimeros for-
man progresion geométrica de razén r=1_,, luego puede

14407 1216‘7 y 1288"'

7207

a,ra,
aplicarse la formula S= . Por tanto, la suma pedida
r—1
. :
| (172°) 10— 1 Tpggerlie =10 Lygee— 1o
vale S= = = =
1,,—1 1,,—1 1,,—1
1= 14 0 .
= = =0. Es decir, la suma vale cero.
1,1 10—
e Suproductovale: 1,-1,.°1 .+ 1, . 1=
= 10“+72"+144°+216°+288" = 1720" = 10D = 1'

Es decir, el producto vale 1.

En 1904 el matematico Helge von Koch dio a conocer la que
posteriormente se conocié como curva de Koch o copo de nie-
ve. En 1975 Mandelbrot designé con la palabra fractal a este
tipo de curvas. El mismo consiguié unas imagenes maravillo-
sas al iterar, con ayuda de ordenadores, la funcién compleja
f(z) =z%+c. Investiga sobre los fractales (y sorpréndete con
susimagenes) en la direccion: http://www.arrakis.es/~sysifus
intro.html. También merece la pena visitar: http://www.geo-
cities.com/capecanaveral/cockpit/5889/cuerpos.html.

Fig. 9.11.



Actividades

1.

Determina un vector unitario con la misma direccién que
u(2, —5).

El modulo de u es ’L7|=\/ 22+(—5) —29.

El vect ;:i.a:L.(z —5)= 2 5
e TR R W

tiene la misma direccion que u y es unitario pues |\7|=
2 2
5_ [,
9 29
ot lucis - (=2 5
ra solucion es v=| 7=, 7=
29 /29

Encuentra un vector |7, de médulo 2, ortogonal a l-](—l, 2).

Siv (x, y), por ser ortogonal a U serd v-u=0 & —x+ 2y=0

- [ 2
& x=2y. Si v=2 & VxRt =22\ (2y) +y2=2 éy:ﬁ’
4 El vector buscad V—( 4 2 )
X=—. vector puscadoesV—| ~—f— .~ |
Js NCENG

o —4 =2
También es solucion el vector vV=| —— ,—F— |.
NG

Dada la recta r:2x—y + 1 =0, halla sus otras ecuaciones.

Un vector director de r es 4(1, 2). Para determinar uno de sus
puntos damos un valor a x, por ejemplo x=0, y obtenemos,
sustituyendo en 2x—y+1=0, el valor y=1. Luego la recta
pasa por A(0, 1). Sus diferentes ecuaciones son:

. X=N\
e Paramétricas: y=1+2\
e (ontinua: izy%l

Punto-pendiente: y—1=2(x—0). 0, simplemente, y — 1= 2x
Explicita: y=2x+ 1.

Dos lados de un paralelogramo estdn situados sobre las
rectas r:2x+y+2=0y s:ix—y—2=0. Un vértice es el

Dado el tridangulo de vértices A(3, 2), B(2, —1) y C(0, 4)
halla la ecuacion de la altura correspondiente al vértice A.
(Recuerda: \a altura es perpendicular al lado opuesto.)

La recta que pasa por By C es r:5x+2y—8=0. La altura
correspondiente al vértice A, h, es la perpendicular a r por el
punto A. Luego h :2x—5y+4=0.

EL punto P(—2, 3) es vértice de un cuadrado, uno de cu-
yos lados estad sobre la recta r:2x—y+ 7 =0. Encuentra
la ecuacion de la diagonal que pasa por este vértice si se
sabe que tiene pendiente positiva (recuerda que la diago-
nal y el lado de un cuadrado forman un dngulo de 45°).

EL punto P es de r. Sea s la recta buscada; r tiene como pen-

m,—m,

. —2 Susti 5 tga=|————

diente m,=2. Sustituyendo en la féormula tga T+m-m, |
. ] - 2—m,

dado que tg 45° =1, se obtiene: 1= 1+2-m, il

<:>|1+2-ms=|2—m5 < 1+2:m,=*=(2—m,). Esta expresion
da lugar a dos ecuaciones, que corresponden a dos rectas

distintas:
) 1
e 1+4+2-m ,=2—m, cuya solucion es m=3Y

e 1+2-m ,=—(2—m,), cuya solucion es m, =—3.
Como, por hipétesis, la diagonal tiene pendiente positiva, la

1
solucion valida es ms=§.
1
Asi, la diagonal pedida es s: y—3 =§(x+ 2).

El punto P(3, —1) es vértice del cuadrado que tiene uno
de sus lados en la recta que pasa por los puntos A(6, 0)
y B(4, 4). Calcula la longitud del lado y el area de dicho
cuadrado.

La recta que pasa porAy Besr:2x+y—12=0. Como A & r,
7
el lado del cuadrado es (=d(A, r)=—=u.
KNG

7 ) 49
El area es S=[= (—J =—u,

Js) s

punto P(1, 2). Determina las ecuaciones de las rectas so- Problemas propuestos

bre las que se encuentran los otros dos lados.

Como P& ry P é&s, las rectas buscadas son las paralelas a
éstas, r' y s’, que pasan por P.
Asi: r:2x+y—4=0;s"x—y+1=0.

Tipo I. Vectores

Un vector fijo tiene su origen en el punto A(2, —1) y es
equipolente al vector CD(—1, 4). Determina las coordena-
das de su extremo y su médulo.

Si el extremo es B(x, y), sera AB =(x—2,y+1).

. . — x—2=-1 x=1
Si es equipolente a (D(—1, 4) = y+1=4 y=3

Luego B(L, 3). EL modulo de AB es |AB|=/(—1)*+4=V17u.
Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son los

puntos A(1, —3), B(2, 2) y €(—3, 0). Calcula las coordena-
das del cuarto vértice.
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Si D(x, y) es el cuarto vértice, sera (D=BA < x+3,y) =
X+3=— J| x=—4
=

y=—5 =4, ~5)

=31
o 54
D
Fig. 10.2.

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen al seg-
mento de extremos A(2, 3) y B(—3, 4) en:

a) tres partes iguales,

b) cuatro partes iguales.

1 -

a) Sean P(x, y)y Q(x’, y") los puntos buscados. Es AP= 3 AB =

1 110 )
(x—2, y—3)=3(—5, 1H="Fr 33 f Analogamente,

=3(=51)

N
w —+

f f
—-3-2-11 1

Fig. 10.3.

b) Se puede hacer como el apartado anterior o, también, divi-
diendo el segmento AB por la mitad: Si M es el punto medio

17
del segmento AB, M (— E E) Ahora, R es el punto medio
3 13 )
del segmento AM, luego R (Z:] y S es el punto medio

7 15
del segmento MB, luego S [— ZZ]

Y

Halla el producto escalar u-v en los siguientes casos:
- o1 .-
a) ’u|=2, V= (u, v)=60°

by |u|=3, |v|=(2.-3); (u, v)=45°
0 §=(3,%), v=(-1,3)

a1 1
cy=2-—'C0s 60°=2-——=—
3 wv=2-7 42 4

) ’\7|= Vor+(-3y=V13, luego u-v=13~/13 cos 45° =
.y e 326
2

2

“a 1 3
c) uv=3-(-1)+ 2-3— >

-| ;
a) v-(3u—v)
b) (u—5v)-(u—5v)

Si |ﬂ|=2, v|= ! y u-v=3, calcula:

[N 3.._._...33 1 1 80
a) v-(3u—v)=3vu—vv= 337
b) (u—5v)-(u—5v)=u-u—10 Uv+25 U

1 209

=4—-10-3+25-—= ——
9 9

Dados los vectores u(1, —2), v(3, 1) y w(2, 0),
e a1 -
a) calcula las coordenadas del vector 2u —v +§ w,

b) expresa w como combinacién lineal de Ey v,

c) calcula los angulos que forman dos a dos, _

d) halla un vector con la misma direccion que u y de mo-
dulo \/5 R

e) halla un vector unitario y perpendicular a v.

T 1 1
u—v+=w=2(1, -2)-(3, ) +—(2,0=-=,-5
a)uv3W()()3()(3)

2
Xx+3y=2 X:7
b) (2, 0)=x (1, =2)+y(3, 1):{—2X+y=0 = 4-
=7
Luego _'—2_'4-4 v
g W—7u 7
o) Como| |— y|w| 2; por otra parte, u-v =1,
uw= 2va 6. Luego
av - -
cos (u, V)= |.. = , v)=81°52"12"
al o]~ IJ—
a-w -
cos ( == u, w)=163°26'6"
|u||w4 fz )
cos ( v, w)=18°26'6"
e

d) Si x es el vector buscado, por tener la misma direccion que u,
serd x= o i = (o, —2a) de modulo x|~ Vo +(—20) = V5o
Si ha de ser |x|=\/5 = V20 = 5oz = 5a?=20 = a==+2.
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@, —4) y el %x=(=2, 4).

e) Si y(a, b) es el vector buscado, por ser perpendicular a v,
verifica que vvy=0< (3, 1)-(a, b)=0 & 3a+b=0 =
b=—3a. Luego y(a, —3a). Si, ademas, ha de ser unitario

J10

100°=1=a=*——.
10

Jio @)yel

Hay dos vectores, el 1=

|;|=1 =>Va*+(—3a0)*=1 &

Hay, también, dos vectores: el Vi= '

10 10
y_._( J10 3\/10]
2=\ aA " aA |

’

10 10

Dados los vectores u= (1, 2) y v = (-3, 1):

a) Comprueba que u y v forman una base de los vectores
libres del plano.

b) Encuentra las componentes del vector w=(-1,5) en la
base {u v}

a) Basta comprobar que no son paralelos. Y, efectivamente,

1#2
-3

b) Siw =Xu+y\_/'<:> (-1, 5)=
x—3y=-1 x=2
= 2x+y=>5 = y=1

Luego w=2u+v.

x(1,2) +y(-3, 1)

Si u (2, a) y v (1, —4) determina el valor de a para que:
a) u y v sean perpendiculares,

b) u'y v tengan el mismo médulo,

) u-v=10.

s e e 1
a)uJ.v@u-sz(:)Z—lfa:O:a:E

b) |L7|=\/4+02 y |;|=\/17 Si han de ser iguales
Vara=J17 = 4+a2=17 = a=+V13

Q) uv=102—4a=10=a=—2.

Sea u(3,-2). Calcula:
a) un vector x unitario y con la misma direccién que u,

b) un vector y, perpendicular a u y con el mismo modulo
que u,

a) S1 X es el vector buscado, por tener la misma direccion que
U, serd x=a U = (3, —2at) de modulo |x|—\/13a

V13

Si ha de ser unitario |x|=1 = 1Ba*=1=g=*+——.

13
Hay dos vect Lx;= ENEERVPE

ay dos vectores, el x;= 13 ’ 13

oL e SENEERENEE
VEXZIT T3 T3

-

b) Si ;(a, b) es el vector buscado, por ser perpendicular a u,

- - 3
sera u-y=0 @3a—2b=0=>b=;a.

10.

11.

12.

13.
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13 o
Luego y= (a,%aJ de médulo |37|= Taz. Si ’u|=|y|:>

[13= —aZ=> a==*2 . Hay, también, dos vectores:
el y1=(2, 3) yely,=(—2, —3).

i |u|=3

,lv|=4 y (ﬁ, |7) =60° calcula |l7+|7‘ y ’5—;‘.
a) Como U= 9, Uv=3-4-cos 30°=6 y Vv = 16, sera
|GV @) () = id s 2av s =37
b) Analogamente, L7—|7|=\/(L7—;)'(L7—-\; =
= u-u—2u-v+vv=4/13.

Dados los vectores u(3, a) y v(5, 5) determina el valor de
a para que formen un angulo de 45°.

Como |L-J'|=\/9—|-a2 |;|=\/25+25=5\/E y u-v=15+5q sera

Qv 15+5q J2
cos (4, =C0S 45°=—=
GO fore 542 "

15450 ‘E: o

Jora 52 2

Si ﬁy v son vectores ortogonales y de médulo 1, hallar los
pos1bles valores del parametro real a para que los vectores

u+av y u —av formen un angulo de 60°.

Comouu=1,uv=0yvv=1,sera
(utav)-(u—av)=1— @

También |L7+0‘7|=\/(J+a;)-(ﬁ+a;)=\/1+a? y

|L7—al7|=\/ J—a;)~(J—a; =\/1+02

Luego cos (4+av, u+av)= (G-+av)-(i—av)_ 1a =
[i+ailli-ail  Vireice
=cos 60°— S @ l:> 1—02:l:>
\/1-i-a2 N1+ta?r 2 1+a®> 2

V3

i _.

3
Sea ABC un triangulo isdsceles cuyos lados iguales ABy AC
miden 5 cm y forman un angulo de 120°. Si M, Ny P son los
puntos medios de los lados AB, BC y CA respectivamente,

=302 =1=0a= +_
\/,

calcula:
a) AC-AM b) AB-AC
c) NB-NC d) AC-AP

Fig. 10.5.

a) AC-AM = |R|-|/W|-COS(A_C: Aﬁ)=5-§-cos 120°=—§
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i o 5 . ] s ) . iva.
b) AB-AC= |AB|-|AC|‘cos(AB, A0)=5-5-cos 1200= 25 Tipo ll .Deter.mmacwn de rectas. Posicion relativa
7 2 Perpedicularidad
c) Como ’N_é|=|N_C'|=—5 3, sera NB-NC =
2 \/_ \/_ 15. Escribe todas las ecuaciones de la recta que:
—|NB| |NC| -cos(NB, NO)= 5V3 5 0s 180°0= 22 a) pasa por A(—1, 2) y tiene por vector director el u(3, —5),
4 b) pasa por los puntos A(3, —1) y B(2, 2),
d) AC-AP =|ﬁ|-|ﬁ|-cos(AC, AP)=5-—-cos 0°=§ c) pasa por A(.2,. -1)y f9rma un angulo de 60° con la di-
2 2 reccion positiva del eje 0X,

. d) pasa por A(1, —5) y tiene por pendiente m = —3.
14. a) Comprueba que el segmento que une los puntos medios

de los lados ACy AB del triangulo A(1, —2), B(—2, 2) y

C(2, 3) es paralelo al lado BCy de longitud su mitad. Paramétricas Continua General Pu;}to-t Explicita
b) Comprueba que para cualquier tridangulo ABC, el seg- pendiente
mento que une los puntos medios de dos lados es para- x=—1+3"  x+1 y-25x¥3y-1 = 5 _ 2.1
. . . = y—2= (x+1) y= x+
lelo al tercer lado y de longitud su mitad. y=2-5\ 3 -5 _g 3 373
SiM NyP tivamente, los puntos medios de | X3 x3 - -
a) SiM, Ny P son, respectivamente, los puntos medios de los y=—1+3 = 5 Xty—8=0 y+1=—3(x—3) y=—3x+8
lados AB, BCyACesM(—l, )N( ,Eij [3 1). PN 2 y+1 B
= o —
’ ’ ‘e {Y1+J§x Tz% VT yr1=3-2) y=Ex-23-1
L _ 1 1= 23-1=0
Ademas, BC=(4, 1) y MP= (2, E] es decir, MP:E BC o X=1+\ x=1 y+5
- R y=—5-3\ T=_—3 3x+y+2=0 y+5=—3(x—1) y=—3x-2
lo que es lo mismo MP es paralelo a BC y de modulo la
mitad.
. — (5 16. Calcula el valor del parametro a para que la recta r:
Anadlogamente BA=(3, —4) y NP=(—, —2) y, por tanto, x+ay+2=0
~ 1 — 2 a) pase por P(2, —1)
NP:; A. b) tenga pendiente m=—2
1 c) que tenga por vector director el u (3. 1)
Y AC=(1, 5) y MN= 5 es decir, MN=—AC
a) a=4
b) m=—=-2=q=
: s
) —=—=0a=-3
a -
H— =
-2-1 3 17. Estudia la posicion relativa de cada uno de los siguientes
| pares de rectas:
2
a) ri2x—y+5=0, =%
Fig. 10.6. 11 1
01 - b) rx+2y+2= Osx =y
b) Comprobemos, por ejemplo, que PN:EAB. Como P es el 4 -2
punto medio de AC es AC=2PC; analogamente como N es el X=\ x—1_ y+2
punto medio de (B es (B=2CN. 9 y=3-5\° 1 -5
i ion AC+CB=AB ibi +1 y+2
Asi, la r_e)lac1_o)n AC+€{? /iB puide eschns_? ) d) xt1l y ,s:3x+y=0
2PC+2CN=AB = 2(PC+(N)=AB = 2PN=AB => pN=—AB. B
2 e) rx—y+2=0,s:x—2y+3=0
C
a) Se cortan en P(—1, 3) b) Paralelas
c) Coincidentes d) Paralelas
e) Se cortan en P(—1, 1)
P N
18. Determina el angulo que forman los siguientes pares de
rectas:
a) rx—y—3=0,s:x—3y—5=0
A /|'4 B x=1 vy {X 1-A
b) r—==,s
Fig. 10.7. ) 2 3 |y=2A
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19.

20.

21.

22.
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1
or y+3=E (x—1), ssy=x+2

a) (r, s)=26°33"54"
b) (r, s) =60°15"18"
c) (r,s)=18°26'6"

Determina el angulo que forma la recta r:2x—3y+3 =0 con
a) el eje 0X,

b) el eje 0Y,

c) la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

=/13. Luego

2
a) La pendiente es m=tg(r, 0X) =§, luego (r, 0X) =33° 41" 24"

u.(3, 2) de médulo |

b) El eje OY tiene por ecuacion x=0y vector director el v_v'(O, 1).

= (r, 0X)= 56° 18’ 36",

V13

c) La bisectriz del primer y tercer cuadrante tiene por
ecuacién s:x—y=0 y vector director v(1, 1). Luego

5
\—JM \i(

Luego cos (r,0Y)=

cos (r, s)= r, s) =11°18"36".

x=1+2\

y=—\ determi-

Dadas las rectas r:5x+ay+3=0y s:{

na el valor de a para que sean:
a) coincidentes,

b) paralelas,

c) perpendiculares.

La ecuacion general de s es x+ 2y +1=0, luego

- 5 a 3
a) Para que sean coincidentes ha de ser: 1=5°1

Imposible, luego no existe ningdn valor de a.
.5
b) Son paralelas si T :%: a=10
- - 5
c) Son perpendiculares si V,-Vs=0 = a=—E
-1 y+1
Dadas las rectas rix—2y+1=0y s: L A
valor de a para que: a
a) las rectas sean paralelas,
b) las rectas sean perpendiculares,
c) las rectas sean secantes, pero no perpendiculares,
d) la segunda recta pase por P(—1, 3).

halla el

v(2, 1) y v(a, 2), luego

2 1
a) para que sean paralelas — :E:> a=4
a

b) para que sean perpendiculares \7,\75= 0=a=-1

2 1
C) para que sean secantes, —#—= a#4. Y para que no
a

sean perpendiculares a&{—1,4}
d) a=-1
Calcula el simétrico del punto P(2, —3) respecto de la rec-
ta r:i =Ji2.
1 2

23.

24,

25.
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r se puede expresar como r:2x—y—2=0. Las rectas per-
pendiculares a r son de la forma x+2y+(C=0. La que
pasa por P es s:x+2y+4=0.Si M es el punto de corte de
ry s es MO, —2) e imponiendo que M sea el punto medio
del segmento PP’ con P’(x, y), resulta que el simétrico es
P(—2, —1).

Fig. 10.8.

Determina la mediatriz del segmento que tiene por extre-
mos A(1, 2) y B(3, —1).

1
El punto medio del segmento AB es M(Z, E) La recta que

pasa por A y B tiene por vector director el ATé(Z, —3). La me-
diatriz es perpendicular al segmento AB, luego es de la forma

5
2x—3y+C= 0. Como pasa por M, C= -7 La mediatriz es
4x—6y—5=0.

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto
P(—2, 4) y forma un angulo de 45° con la recta 2x—y=0.

;,(1, 2). La recta s buscada sera de la forma s:y—4=m(x + 2)
& mx—y+2m+4=0, de vector director v,(1, m).

V2
= —=
2

1+2m

\/E\/H—m?

1+2m

\/gxll-i-m?

Si(r, s) = 45° = c0s 45°=

2
2_(f2m) g gm—3=0=m=13
4 5(14+2m)’ _3

Hay, por tanto dos rectas:
1

la slzy—4=§(x+ 2)

ylas:y—4=-3(x+2).

Calcula el area del triangulo determinado por el punto
A(1, —2), su simétrico respecto de la bisectriz del cuarto
cuadrante y el origen de coordenadas.

Fig. 10.9.

La bisectriz del cuarto cuadrante es r:x+y=0. La perpendi-
cular a ella que pasa por A es s:x—y—3=0. El punto inter-

77
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27.

28.
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3 3
seccibn dery s es M(E' —EJ Y si M es el punto medio del
segmento AA’, el simétrico buscado es A’(2, —1). EL area del
3
_ Jo-—=—
base-altura |AA|-d(0,M) _ V2 _ éuz
2 2 2 27

triangulo es S=

Calcula el baricentro y el ortocentro del tridangulo de vér-
tices A(1, —1), B(2, 3) y C(-3, 2).

4
El baricentro es el punto G (0, 5]

Larectar, esr,4x—y—5=0.

La altura h_es la perpendicular a la r,, por el vértice C, es decir
h:x+4y—5=0.

Analogamente esr, :3x+ 4y +1=0. La altura h, es la perpen-
dicular a la r, por el vértice B, es decir h,:4x—3y +1=0.

Y r,:ix—5y—13=0. La altura h_ es la perpendicular a la r,.
por el vértice A, es decir h:5x+y—4=0.

Estas tres alturas se cortan en el ortocentro que es el punto

1 21

1919 J
Calcula el baricentro y el circuncentro del tridangulo de
vértices A(1, —1), B(-3, 3) y C(4, 1).

El baricentro es el punto G(g, 1]. Los puntos medios de los

lados AB, AC 'y BC son, respectivamente, M(—1, 1), N(E, 0]
1 s

\% P(—, 2). La recta r, es r:x+y=0. Su mediatriz es su
2

perpendicular por el punto M, es decir m:x—y+2=0.
Analogamente es r, :2x —3y —5=0. Su mediatriz es su per-
pendicular por el punto N, es decir m,:6x+ 4y —15=0.

Y esr,: 2x+ 7y — 15 =0. Su mediatriz es su perpendicular por
el punto P, es decir m : 14x — 4y +1=0.

Estas tres mediatrices se cortan en el circuncentro que es el

7 27
punto| —, — |

10 10
Considérese la recta, r, de ecuacion y=3x y la recta s, que
pasa por el punto (1, 1) y tiene de pendiente —t, siendo t
un namero real positivo. Las rectas ry s junto con el eje 0X
determinan un triangulo T.
a) Escribe las coordenadas de los tres vértices de T (en

funcion de t).
b) Calcula el area de T en funcién de t.

y r

31

29.

30.

31.

a) La recta s sera de la forma s:y —1= —t(x—1). Un vértice
del triangulo T es el origen 0(0, 0). Otro es la interseccién
de ry s, es decir la solucion del sistema

y=3x A EHL 3(E+1)
y=1=-th=1) TS 37 g

tice es la interseccion del eje OX con la recta s, es decir

+
g[ L o)
t

b) El area del tridanqulo es
_ base-altura_ d(0,8)-d(A,0X) _

J y el tercer vér-

S
2 2
t+1 3(t+1)
__t t+3 3(t+1)’
2 2t(t+3)

Dos lados de un paralelogramo estdn sobre las rectas
rix+y—1=0ys:x—2y—5=0. Uno de sus vértices es el
punto A(1, —1). Halla los otros vértices.

La recta paralela a r que pasa por A es r:x+y=0. La recta
paralela a s que pasa por A es s"x—2y—3=0. Si el vértice B

5 5) . . 7 4
esrNses Bl —,—— | siel vértice CesrNses C| —,—— |y
3 3 3 3

5 2
siel vértice DesrNs’es Df —,—— |.
3 3
Los puntos A(4, 5) y B(2, 1) son vértices opuestos de un
rombo. El vértice C esta situado sobre el eje de abscisas.
Halla el vértice i.

~5D

234567809

Fig. 10.11.

Las diagonales de un rombo se cortan en su punto medio.

La recta que pasa por Ay B es r:2x—y—3=0. El punto me-
dio del segmento AB es M(3, 3). La perpendicular a r por M es
s:x+2y—9=0. El vértice C sera la interseccion de s con el
eje 0X, es decir ((9, 0). Por altimo, el cuarto vértice D es el
simétrico de C respecto a r, luego D(—3, 6).

. rrmx—y=1
Considera las rectas | . x—my=2m—1
a) Estudia la posicion relativa de las rectas, segiin los va-
lores de m.
b) Determina m si ambas rectas se cortan en un punto de
abscisa x = 3.

m_ —1
a) Para que sean paralelas o coincidentes T:—: m*=1
-m
= m==x1.
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rrx—y=1

e Si m=1, las recta son {s: x—y=1 €S decir, son

coincidentes.
=1

r—x—y )
_3€s decir, son

e Sim=-1, las recta son 1[5: Xty=
paralelas.
e Por exclusion, si m&{—1,1} las recta son secantes.
b) Sustituyendo el valor x=3 en el sistema que forman las
rectas, se obtiene este otro sistema

4
{3m—y=1

3—my=2m—1 CUya solucion determina que m= 3.
1

Tipo lll. Distancias

32. Sea el triangulo de vértices A(4, 2), B(13, 5) y C(6, 6).
a) Hallar la ecuacion de la altura que pasa por el vértice C.
b) Calcular la longitud de los dos segmentos en que la
altura anterior corta al lado AB.

a) Sires larecta que pasa por Ay B, la altura hi_que pasa por
el vértice C es la perpendicular a r por el punto C. Como
rix—3y+2=0, h:3x+y+D=0;ysi Ceh D= —24, lue-
go h:3x+y—24=0.

b) El punto P donde la altura h_corta al lado AB es la solucion

. x—3y+2=0 .
del sistema J[3x+y—24=0' Luego P(7, 3). Las longitudes

pedidas son d(A, P) y d(P, B), es decir
d(A, P)=J(7—4)+(3—2)=v10 y
d(P, B) =+/(7—13):+ (3—5)=/40=2+/10

c

A
X

T T
10 11 12 13

| | | | | | | | |
T T T T T T T T T
-1 12 3 456 7 89

Fig. 10.12.

33. Determina los puntos de la recta r:x— 3y + 6 =0 que dis-
tan 3 unidades de la recta s:4x+ 3y —6 =0.
Los puntos de r son de la forma P(3\—6, \). Si d(P, s)=3
_|4Br=6)+3—6
V16+9

Hay, pues dos puntos, el P (3, 3) y el P,(—3, 1).

3
=3 < 15A—30=%15 = )\={1_

34. Calcula la recta paralela a %1=ﬂ11 que dista 5 unida-
des de ella.

r se puede expresar como r:x+2y+1=0; un punto de ella
es, por ejemplo, el P(1, —1). Las paralelas a ella son de la

35.

36.

37.
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1-2+C :\/g

J5

forma s: x+2y+C=0. Si d(P, 5):\/5 N

6

o (—1=+6= C={_4.

Hay, por tanto dos rectas:
las:x+2y+6=0
ylas:x+2y—4=0.

Halla la recta perpendicular a 3x+ 4y —1=0 que dista 1
unidad del origen de coordenadas.

Las perpendiculares a r:3x+ 4y —1=20 son de la forma
s:4x—3y+C=0.

\25
Hay, por tanto dos rectas:
las:4x—3y+5=0
ylas,:4x—3y—5=0.

SidO,s)=1=> =1 (=%5,

Determina la recta que pasa por el punto A(1, —4) y dista
/2 unidades del punto P(4, 1).

La recta buscada sera de la forma
ryt4é=mx—1) < rmx—y—m—4=0.

tm—1—m—4 =\/E<:>

Nm?+1

3m—5

V2=
Nm?+1

Sid(P)=+2=

23
m=1 7.
1

Hay, por tanto dos rectas:

la r1:y+4=?(x—1)
ylas:y+4=x—1.

En el triangulo de vértices A(2, —3), B(—1, 4) y €(0, 5)
calcula:

a) la altura correspondiente al vértice C,

b) la ecuacion de la mediatriz del lado AB,

) su area.

Fig. 10.13.

a) La altura correspondiente al vértice Ces h =d(C,
Como r,: 7x+ 3y —5=0, resulta que h =d(C, r,,) =

-

>

_|7:0+3-5-5 _ 10 U
V49+1 58
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11
b) El punto medio del segmento AB es M(E . E] La mediatriz,

por ser perpendicular a r,, sera de la forma
5:3x—7y+D=0.SiMEs= D=2,
luego s:3x—7y+2=0.
10
_, 58—
base-altura _ |AB|-d(C,rAB) _ J58

c) S=
)5 2 2 2

=5y?

Considérese, en el plano, el tridangulo de vértices
A=(2,0),B=(0, 1) y C=(—3, —2). Calcular los angulos y
el area de ese triangulo.

Los angulos del triangulo coinciden con los angulos
que forman los vectores que determinan sus lados. Como

AB (~2, 1), AC (—5, —2), CA(5, 2), CB (3, 3), BA (2, 1) y
BC (—3, —3) sera:
AB-AC
cos A=cos (AB, AC) =~———+ 8 ———=A=48°21'59"
WB|{ac| V145
cos B=cos (BA, B() = %:__3 =B=108°26"6"
|gAl|Bc| /90
CA-CB 21 ,
cos C=cos (CA, (B)y ===+ =>C 23°11'55
|cA |c3|

La recta que pasa por Ay Ces r:2x—5y—4=0. El area del

triangulo viene dada por

9_‘ —5-4
V29

base-altura_ d(A,()-d(B.r) _
2 2 2

S=

u2

s
2

Fig. 10.13.

Halla el punto de la recta 2x—y + 4 =0 que, junto al ori-
gen de coordenadas y el punto P(—3, 1), determinan un

triangulo de area % uz.
Los puntos der:2x —y+ 4= 0son de laforma = A(\, 2\+4).

La recta que pasa por Oy P es s:x+3y=0.
IN+12

V1o

Como d(A, s) = , el area del triangulo es

IN+12
el

base-altura _ |07’|-d(A,s)

s= 9
2 2 2
_3
= |It12[=r9 o r=y 7.
-3

22
Hay, por tanto, dos puntos: el Al(——, 7) yelA(=3, —2).

40. Los puntos A(1, —1) y B(3, 2) son vértices de un triangulo

41.

42.

43.

de area 6 u?. Determina el tercer vértice C, que esta sobre
larectax—y—5=0.

Los puntos de r: x—y—5=0 son de la forma P(\, A\—5).La
recta que pasa porAy Bess:3x—2y—5=0.

s
N

J13-

Como d(P, 5) = el area del triangulo es

A+5

J13
2

_|4Bl-aep.s)
2
Hay, por tanto, dos puntos: el P,(7, 2) y el P,(—17, —22).

S s=r12 & >\={7_17_

Los puntos A(—2, —2) y B(1, 4) son vértices de un trian-
gulo rectangulo en A. Determina el tercer vértice que esta
situado sobre la rectax+ y—1=0.

Los puntos de r:x+y—1=0 son de la forma P(\, 1— )\) Para
que el triangulo sea rectangulo en A, los vectores AP y AB

han de ser perpendiculares & AP-AB=0 = \=8. El punto
buscado es P(8, —7).

Dadas las rectas r:2x—y—3 =0y s:x+y =0, calcula:
a) el punto P en el que se cortanrys,
b) larectas’, paralela a s, tal que si P’ es el punto de corte

de ry s’, la distancia entre Py P’ sea J5u.

S'\ r
N

Fig. 10.14.

a) P(1, —1)

b) La recta s’, por ser paralela a s, seré de la forma
shix+y+C=0.
El punto P’ por pertenecer a r sera de la forma

PO\, 2\, —3).
(\—1)2+(2n—2)=/5 = 7x={g

¢ Si A=0, P'(0, —3) e imponiendo que P’Es’= (=3, luego
sSix+ty+3=0

e Si N=2, P'(2, 1) e imponiendo que P’'Es= (= —3, luego
six+y—3=0.

El segmento A(—3, 2) y B(1, —2) es la base de un triangulo
isosceles. Determina el tercer vértice C, que esta sobre la
recta 2x—y—4=0, y el area del triangulo.

Los puntos de r:2x —y —4 =0 son de la forma C (\, 2\—4).
Como el tridngulo es isdsceles d(C, A) =d(C, B)



44.

45.
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& V+3)+(20—6)'=v (\—1)°+(2A—2)° = A=5. EL pun-
to buscado es el ((5, 6).
La recta que pasa porAy Bess:x+y+1=0.

12
Ademas, d(C, s) =$, luego el area del triangulo es
12

— 4aJ2-——
_ base-altura_ |AB|-d(C,s): J2
2 2 2

S =244

Un cuadrado tiene una diagonal sobre la recta
2x—y+3=0. Uno de sus vértices es el punto A(2, 2).
Halla los otros vértices y la longitud de la diagonal.

El punto A no estd sobre la recta r:2x —y + 3 =0. El vértice C
es el simétrico de A respecto de r. Luego ((—2, 4).

La diagonal que une estos dos puntos es la recta
s:x+2y—6=0.

Los otros dos vértices estaran sobre la diagonal r, es decir son
de la forma P(\, 2\ +3).

Como las diagonales de un cuadrado se cortan en su punto
medio, basta imponer que d(P, s) =d(A, r)

IN+2(2n+3)—6] [4—2+3] | 5n
‘ Vs Js Vs

e SiA=1 obtenemos el vértice B(1, 5)
e SiA=-—1 obtenemos el cuarto vértice D(—1, 1)

La longitud de la diagonal es d(A, () =+/20 .

=5 e n==1

(=4

Un rombo tiene una diagonal sobre la recta x—2y+2=0
y uno de sus vértices es el punto A(2, 7). Halla los demas
vértices si el perimetro del rombo es 20 cm.

El punto A no esta sobre la recta r:x — 2y +2=0. El vértice C
es el simétrico de A respecto de r. Luego C(6, —1).

Los otros dos vértices estaran sobre la diagonal r, es decir son
de la forma P(2\—2, \).

Como los lados de un rombo son iguales, luego cada uno mide
5 cm. Basta imponer que d(P, A) =

5 N (2A—4) +(A—T7)'=5 =\= {4

2

e Si A=4 obtenemos el vértice B(6, 4)
e SiA=-—1 obtenemos el cuarto vértice D(2, 2).

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 minu-
tos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco mas.

1.

Los vectores /Té(Z,—3) y €D son equipolentes. Si (-1, 2),
las coordenadas del punto D son:

a) D(1, —1)
b) D(3, —-5)
¢) D(-3,5)
a) D(1, 1)

Si el vector E(—l, a) tiene médulo 5, el valor de a es:
a) a=4

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

b) a=+26

Los vectores E(—l, 3)y 17(2, b) son ortogonales. Entonces
b vale:

a) b=-6
b) b= 2/3
c) b=1

by b=2/3

La recta r es paralela al eje OY y pasa por A(1, —3). Su
ecuacion es:

a) x=1
b) x=-3
y=-3
a) x=1

La ecuacion general de la recta que pasa por P(2, —1) y
Q(0, 3) es:

a) x—y—3=0

b) 2x+y—5=0

c) 2x+y—3=0

c) 2x+y—3=0

-1
Las rectas r:3x—y+1=0 ys:xT=% son:

a) coincidentes
b) paralelas
) secantes

b) paralelas

La pendiente de la recta x—2y+3 =0 es:

Las rectas r y s son perpendiculares. Si la pendiente de r
1
es ——, ladeses:
2
a) 2
1
b =
) 2
c) 2
c) 2

La distancia entre los puntos A(1, —2) y B(3, 2) es :
a) NG
b) V20

) V116

81
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82

b)

La distancia del punto P(1, —2) a la recta 2x+y—4=0
es:

4
a) _f

b)

9

0

J20

L
45
5
45
5
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2 cuestiones para investigar

1.

Comprueba que el baricentro de un triangulo ABC dista
de cada vértice el doble que del punto medio del lado
opuesto.

Lo demostramos para la mediana correspondiente al vértice A.
Sean Ny P son los puntos medios de los lados BCy AC. Si G es

-~ 1 —
el baricentro, basta comprobar que GN=EAG.

Los triangulos PGN y BGA son semejantes (pues PN es paralelo
a AB y de longitud la mitad, segin vimos en uno de los pro-
blemas propuestos).

GN GP PN 1 - 1 =
Por tanto —=—=—=—. Luego GN=— AG.
AG BG AB 2 2

También se deduce de la semejanza de triangulos que
AG=26i=2( L AN =2 AN
3 3



Actividades

1.

Encuentra una circunferencia concéntrica con
x2+y?+2x+y—1=0 que pase por el punto P(2, —1).

La circunferencia serd x*+y?+2x+y+p=0. Sustituyendo
en esta ecuacion las coordenadas del punto P(2, —1), obtene-
mos p = —8. La ecuacion pedida es X2 +y?+2x+y—8=0.

Halla las ecuaciones de la rectas tangentes a la circunfe-
rencia x2+ y?+ 2x— 4y — 3 =0 perpendiculares a la recta
s:x—y+3=0.

El centro de la circunferencia es el punto ((—1, 2) y su ra-
dio r=+/8. Las rectas perpendiculares a s son de la forma
t:x+y+D=0. Para que sean tangentes a la circunferen-
cia, su distancia al centro ha de ser igual al radio, es decir,

1+D

2

3
=\/§=> 1+D=*4 > D={_5.

t;: x+y+3=0
Las rectas buscadas son: t,: x+y—5=0

Determina la excentricidad y la ecuacion reducida de una
elipse de semieje menor b=\/§ si uno de sus focos es el
punto F(5, 0).

. X 2
c=5; a®=b*+c*=28. La elipse es — + JL=1.
28 3

c 5
Su excentricidad es e= —=——=—== 0,9449.
a /28

Halla el centro, los semiejes y la excentricidad de la elipse
de ecuacion x?+2y?+2x—8y—1=0.

Completando cuadrados la ecuacion se puede escribir
2 2
(1) (2)
10 5
mayor es paralelo al eje 0X. Ademés, a=+/10, b=c=+/5 y

’ 1
e=,/—=0,7071.
2

Determina la excentricidad y la ecuacion reducida de una
hipérbola de semieje imaginario b =3, si uno de sus focos
es el punto F(5, 0).

=1. El centro es el punto (—1, 2); su eje

2 2

c=5; a*=c*— b*=16. La ecuacion es R_y_=1'

9

c 5
Su excentricidad vale e= _ZZ = 1,25.

a
Halla el centro, los semiejes y la excentricidad de la hipér-
bola de ecuacion x* — 4y*+ 2x—8y—11=0.

Completando cuadrados la ecuacion se puede escribir

+1)°  (y+1)° .
(XS—)JF%:L El centro es el punto (=1, —1); su eje

real es paralelo al eje 0X. Ademas, a=\/8_, b=\/§, c=\/170 y

e=\/E =1,1180.
4

Determina el foco, la directriz, el vértice y el eje de la
parabola de ecuacién y?—4x+2y+5=0.

Completando cuadrados, la parabolas se puede escribir
(y+1)2=4(x—1).

EL vértice es el punto V(1, —1).

Su eje es la recta y= —1.

Su parametro es p=2.

Su foco el punto F(2, —1) y la directriz, la recta 8:x=0.

Problemas propuestos

Tipo I. Lugares geométricos

1.

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan del punto A(2, —3) y de la recta r:x—2y—1=0.

Si P(x, y) es del lugar geométrico sera d(P, A)=d(P, r)
x—2y—1

& Jx—2)° +(y+3)°= ™

Elevando al cuadrado y agrupando términos semejantes resul-
ta la ecuacién:
4x2+ Y2+ 4xy — 18x + 26y + 64 = 0.

Determina la mediatriz del segmento de extremos A(—2, 3)
y B(4, 1).

Si P(x, y) es de la mediatriz sera d(P, A) =d(P, B)
& Jx+2) +(y—3)=/(x—4)"+ (y—1)".

Elevando al cuadrado y agrupando términos semejantes resul-
talarecta3x—y—1=0.

Calcula las bisectrices de las rectas r:2x+y—3=0y
s:2x—4y+5=0.

Si P(x, y) es de la bisectriz sera d(P, r) =d(P, s)

2x+y—3| | 2x—4y+5 - 2xty—3)_, (2x—4y+5
Va1 | | Jarie Vs ) evs

2x+y—3  2x—4y+5
e =
V5 25
2x+6y—11=0.
o 2Xty—3  2x—4y+5

NG 2\/5

6x—2y—1=0.

D se obtiene una bisectriz:

e D se obtiene la otra:

Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
distancia a la recta r:3x — 4y + 2 = 0 sea igual al cuadrado
de su distancia al punto A(3, —2).

Si P(x, y) es del lugar geométrico sera d(P, r)=d* (P, A) &
3x—4y+2
V9+16

= (w) =(x—2)"+(y+3)°
5

=(x—2)*+(y+3)°
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—4y+
e3x 4y 2:

5
5x2+5y? —33x+ 24y + 63 =0, que es una circunferencia

33 N
de centro C(?, —12] y radio 12413.

_ 3x—dy+2

5
5x% + 5y2 —27x+ 16y + 67 =0, que no es una circunferencia.

e D (x—2)*+(y+3)° se obtiene la ecuacion

e De (x—2)*+(y+3)° se obtiene la ecuacion

Determina la ecuacion cartesiana del lugar geométrico
de los puntos del plano tales que la suma de los cuadra-
dos de sus distancias a los puntos (0, 0) y (1, 1) es igual
a 9. Si se trata de una curva cerrada, calcula el area que
encierra.

Sean 0(0, 0) y A(1, 1). Si P(x, y) es un punto del lugar
geométrico, cumple la propiedad d?(P, 0) +d*(P, A)=9 &

7
X+y +(x— 12+ (y—1)2=9 <:>x2+y?fxfyf?=0.

11
Se trata de una circunferencia de centro el punto C(E E) y

radio r= 2. El &rea que encierra es A= wr’=4m u?.

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya razéon de distancias a las rectas r:4x+3y—2=0,
26

5:12x—5y =0 sea =
Si P(x, y) es del lugar geométrico se verificara
4x+3y—2| 26| 12x—5y

V1649 5 | V144+25

o 4x+3y—2 :ié 12x—>5y
5 5 13

e De 4xt3y—2 26 [ 12x—5y
5 5 13
se obtiene la recta 20x— 13y +2=0,

o De T3y—2 _ 26 (12x5y)

d(P,r)=2—56 d(P,s) &

5 5 13
se obtiene la recta 28x—7y—2=0.

Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano que
disten de la recta r:5x + 12y — 3 = 0 triple que del eje OY.

EL eje OY tiene por ecuacion x=0. Si P(x, y) es del lugar
geométrico se verificara d(P,r)=3d(P,0Y) &

5x+12y—3 5x+12y—3
25+144 13

X
Ji
o 5x+12y—3
13
34x—12y+3=0,
o 5x+12y—3

13
44x + 12y — 3 = 0.

=3 +3x

D =3x resulta la recta de ecuacion

D =—3x resulta la recta

Halla el lugar geométrico que determinan los centros de
las circunferencias tangentes simultaneamente al eje OX'y
alarectar:3x+4y—12=0.

El eje OX tiene por ecuacion y = 0. Sea ((x, y) el centro de una
de estas circunferencias. Sera
3x+4y—12

V9+16

d(C,r)=d(C,0X)

=14

v
V1

o 3x+4y—12 .

5
+ J—
De Ixtay—12 =y resulta la recta 3x—y—12=0,
5
3x+4y—12
De T e =—y resulta la recta x+3y—4=0.
5

Tipo Il. Circunferencias

9.

10.

Escribe la ecuacion de las siguientes circunferencias:

a) de centro €(1, —5) y radio 5,

b) de centro €(2, —2) y que pasa por P(3, 1),

c) de centro (2, —1) y tangente al eje 0X,

d) de centro C(—2, —1) y tangente a la recta s:x+5y—2=0,
e) de diametro el segmento de extremos A(—4, 1) y B(2, 3).

a) (x—1)2+ (y+5)2=25,
b) El radio es r=d(C, P) =~/10.

Su ecuacion (x —2)2+ (y +2)2=10,
c) Elradio es r=d(C, 0X)=1.

Su ecuacion (x —2)2+ (y+1)? =1,

9
d) Elradio es r=d(C, s)=——.
J26
Su ecuacion (x +2)2+ (y + 1)? :2_6'
e) El centro es el punto medio del segmento AB, es decir
((~1, 2). EL radio es d(A, ) =~/10.
La ecuacion (x +1)2+ (y — 2)>=10.

a) Los puntos A= (3, 0) y B= (0, 4) son puntos diametral-
mente opuestos de una circunferencia. Halla la ecua-
cion de esta.

Los puntos (6, 0) y (0, 8) son diametralmente opuestos
en una circunferencia. Calcula la ecuacién de la misma
y especifica sus valores caracteristicos.

b

~

Q
~

El centro de la circunferencia es el punto medio del seg-

3
mento AB, es decir C(E 2). El radio es, por ejemplo,

5
d(4, €)= .

B ) 3V » 25
La ecuacion pedida X_E +(y+2) 7

S x2+y?—3x—4y=0.

El centro de la circunferencia es el punto medio del
segmento dado, es decir ((3, 4). El radio es, por ejemplo,
d(A, ) =5. La ecuacién pedida es (x—3)*+(y—4)’=25 <
X +y2—6x—8y=0.

(=5
~



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Lugares geométricos. Conicas

Determina el radio y el centro de las siguientes circunfe-
rencias:

a) x*+y*—10x+4y=0,

€) 2x2+2y*+4x+y—3=0.

a) (5, —2), r=+/29
b)C(%,—lJ,r V17

C) C(—l, l) r
4

Dados los puntos A(—5, —1), B(2, 4), C(0, 2), sea M el
punto medio del segmento BC. Calcula la ecuacion de la
circunferencia cuyo diametro es el segmento AM.

b) x*+y?—3x+2y—1=0,

2
Jit
4

EL punto M tiene por coordenadas M(1, 3). EL centro de la cir-
cunferencia es el punto D(—2, 1), punto medio del segmento
AM. El radio es, por ejemplo, d(D, A) =\/?3. La ecuacion pedi-
daes (x+2?2+(y—12=13 @ x*+y*+4x—2y—8=0.

Dada la circunferencia x2+ y?— 8x+ 4y + 1=0, determina
la ecuacion de otra concéntrica con ella

a) de radio \/E

b) que pase por el punto P(—3, 1).

El centro de estas circunferencias es ((4, —2).

Q) (x—432+(yt+2)2=2ox+y?—8x+4y+18=0,

b) elradioesd(C,P) = \/%; laecuacion (x — 4)*+ (y +2)>=58
S xP+y*—8x+4y—38=0.

SeanQ = (—-1,0) yR = (3, 0)

a) Determina la ecuacion del lugar geométrico de los pun-
tos P del plano para los que el producto escalar de los
vectores PQy PR es 5.

b) Identifica la cénica resultante y sus elementos carac-
teristicos.

a) Si P(x, y) es un punto del lugar geométrico, las compo-
nentes de los vectores mencionados son Pﬁ(—l—x,—y),
PT?(3 —x,—Y); su producto escalar vale
F1=X)@B—x)+(y)(y)=5oxX+y—-2x—3=5 &
xX+y*—2x—8=0.

b) Se trata de una circunferencia de centro el punto ((1, 0) y
radio r=3.

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A(—2, 1), B(-2, 2) y (2, —2).

Sustituyendo en la ecuacion x> +y?+mx+ny+p =0 las co-

ordenadas de los puntos A, By C se obtiene el sistema
—2m+n+p=-—5
—2m+2n+p=-—28 cuya solucion esm= —3, n=—3, p= —8.
2m—2n+p=—8

La circunferencia es x> +y*—3x—3y—8=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A(—2, 3), B(1, 2) y tiene su centro en la recta
x—2y—2=0.

17.

18.

19.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

El centro C estd en la mediatriz del segmento AB, que es la
recta 3x —y+4=0; como también estd en la recta

» . 3x—y+4=0
x—2y—2=0, es la solucion del sistema x—2y—2=0

es decir, es el punto ((—2, —2). El radio es, por ejemplo,
d(A, C) =5. La ecuacion pedida es (x + 2)? + (y + 2)° = 25.

a) Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa
por los puntos A= (1, 6) y B=(5, 2), y tiene su centro
en la recta y=2x.

b) Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por
los puntos A(2, 1) y B(—2, 3) y que tiene su centro en
la recta x+y+ 4 =0. Especifica los elementos caracte-
risticos de la misma.

a) El centro C esté en la mediatriz del segmento AB, que es la
rectax—y+1 = 0; como también esta en la recta y = 2x,

es la solucion del sistema { . Luego C(1, 2).

y=2x
El radio es, por ejemplo, d(A, C) = 4. La ecuacion pedida es
(x—1)2+ (y—2)*=16.
b) En este caso, la mediatriz del segmento AB es la rec-
ta 2x—y+2=0. El centro serd la solucion del sistema
HHYTA0 s dec EL radio r=d(4, () =
2x—y+2=0" es decir ((—2, —2). El radio r=d(A, C) =5,
luego la circunferencia tiene por ecuacion
(x+2)? + (y +2)? = 25.

La circunferencia C pasa por el punto A= (4, 0) y es tan-

gente a la recta y =x en el punto B= (4, 4).

a) Determina la ecuacion de la recta que pasa por By por
el centro de la circunferencia C.

b) Encuentra el centro de Cy calcula su radio.

a) La recta pedida es perpendicular a la y=x, luego sera de
la forma x +y + D= 0. Como pasa por B(4, 4), es D= —8. La
rectaesx+y—8=0.

b) EL centro esté en la recta x +y —8=0. También en la me-
diatriz del segmento AB, que es la rectay —2 =0. Luego es

x+y—8=0

la solucion del sistema {y—ZO , es decir, es el punto

P(6, 2). El radio es, por ejemplo, r=d(P, B) = /8.

a) Determina la ecuacion que define el lugar geométrico de
los puntos del plano que son centro de las circunferen-
cias que pasan por los puntos P= (2, 0) y @= (0, 1).

b) Una circunferencia de longitud 27 que contiene al ori-
gen de coordenadas, esta centrada en uno de los puntos
del lugar geométrico definido en a). Calcula las coorde-
nadas del centro de la circunferencia.

a) El lugar geométrico pedido es la mediatriz del segmento
PQ, es decir, la recta 4x—2y—3=0.

b) El radio de la circunferencia de longitud 2w es r=1. El
centro de la circunferencia, por estar en el lugar geomé-

4a—3
). Como
2

ademas pasa por el origen de coordenadas, 0(0, 0), sera

trico del apartado a), sera de la forma (; {a,

85
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d(0, O)=r=1 <:>\/(a—0)2+(402_3 —o) =1.

Elevando al cuadrado y agrupando términos semejantes,
resulta la ecuacion 20a®—24a+5=0, cuya solucién es
_6x4/11

4
Hay, por tanto, dos soluciones:

6+/11 —3+2411
el punto C, o0

a

1

0 10
6—J11 —3-2—11

yelG . .

10 10

20. a) Halla la mediatriz del segmento determinado por la recta

21.

22.

86

x—y—2=0y la circunferencia xX*+y?+ 6x—4=0.

b) Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por
el origen y por los puntos de interseccion de la rectay
circunferencias anteriores.

a) Los puntos en que la recta corta a la circunferencia son las

. . 3x—y—6=0
soluciones del sistema XAy 6x—4=0 que son P(2, 0) y

Q(—1, —3). La mediatriz del segmento PQ es la recta
x+y+3=0.

b) Sustituyendo en la ecuacion x*+y*+mx+ny+p=0 las
coordenadas de los puntos 0(0, 0), P(2, 0) y Q(—1, —3) se
obtiene un sistema cuya solucion esm=4,n=2,p=0. La
circunferencia es X2 +y? — 4x+ 2y = 0.

Idea dos métodos diferentes que permitan decidir si la rec-
ta 4x+ 3y —8=0 es exterior, tangente o secante a la cir-
cunferencia (x —6)?+ (y — 3)?=25. razona la respuesta.

Primer método: calculando la distancia del centro de la cir-
cunferencia a la recta. Si ésta es mayor, igual o menor que
el radio de la circunferencia, la recta sera, respectivamente,
exterior, tangente o secante a la circunferencia. En nuestro
caso, el centro es el punto ((6, 3) y el radio r=>5. La distancia

4:6+33-8
V16+9

radio, la recta es tangente a la circunferencia. Este método
no permite conocer el punto de tangencia.

4x+3y—6=0
(x—6)*+(y—3)’'=25'

de C a la recta dada es =5. Como es igual al

Segundo método: resolviendo el sistema {

Xx=2
Su solucion es {yO' Como la solucidn es (nica, la recta es

tangente a la circunferencia; el punto de tangencia es la so-
lucién de dicho sistema: el (2, 0).

Calcula la ecuacion de la tangente y normal a la circunfe-
rencia x>+ y?— 4x+ 6y + 8 =0 en el punto P(3, —1).

El punto es de la circunferencia; el centro de esta circunfe-

rencia es el punto ((2, —3). La ecuacion de la recta tangente
1 .

es y+1=—;(x—3), es decir, x+2y—1=0. La normal es la

recta2x —y—7=0.

23.

24.

25.

26.

Sea s larecta 3x+ 4y — 1 =0. Determina las tangentes a la
circunferencia x>+ y?— 4x+4y—17=0

a) paralelas a larectas,

b) perpendiculares a la recta s.

El centro de la circunferencia es ((2, —2) y el radio r=5.

a) Las rectas paralelas a s son de la forma t:3x+ 4y +D=0.

—2+D 27
5 —23
Las rectas buscadas son
ti3x+4y+27=0yt,;:3x+4y—23=0.

b) Las rectas perpendiculares a s son de la forma
t:4x—3y+D=0.Sid( t)=5=

14+D

5

Sid(C t)=5= =5<:»—2+D=t25=>0={

11
—39

=5 < 14+D=%25 = D—{

Las rectas buscadas son
ti4x—3y+11=0yt,:4x—3y—39=0.

Halla la ecuacion de la circunferencia C que pasa por los
puntos (0, 2) y (0, —2) y es tangente a larecta r:y = 3x + 2.
En el haz de rectas paralelas a r hay otra tangente a C, ha-
lla su ecuacién:

El punto P(0, 2) es de r, luego P es el punto de tangencia. EL
centro de la circunferencia esta en la perpendicular a r que
pasa por P, es decir en la recta x + 3y — 6 = 0. También estd en
la mediatriz del segmento que determinan los puntos (0, 2) y
(0, —2), que es la recta y=0. Luego el centro es la solucién
x+3y—6=0
y=0

por ejemplo, r=d(P, A) = \/Z) La ecuacidn de la circunferen-
cia es (x — 6)% + y*=40.

Las rectas paralelas a r son de la forma s:3x—y+D=0.

Si imponemos que d(A, s)=r, =

18+D

J10

la otra recta buscada es s:3x—y—38=0.

del sistema { , 0 sea, el punto A(6, 0). El radio es,

2
=40 & 18+D=+20 = D= {—33 :

Sean los puntos A(3, 2) y B(5, 3). Calcula:

a) Ecuacion general de la circunferencia que pasa por el
punto By tiene su centro en A.

b) Ecuacién de la tangente a esa circunferencia en B.

©) Area del triangulo formado por la tangente anterior y
los ejes cartesianos.

a) Elradioserar=d(A, B) = /5. Como el centro es el punto A,
la ecuacion de la circunferencia es (x —3)?+ (y — 2)?=5.

b) La ecuacion de la recta tangente en Bes t:2x+y—13=0.

c) La recta t corta a los ejes cartesianos en los puntos

P(1—3, OJ y Q(0, 13).
2 13

—-13
base-altura 2 169
2 2 4

Calcula la ecuacién de la tangente a la circunferencia
x*+y?+ 2x+ 4y —5=0 desde el punto P(4, 3).

El area del tridngulo es A= u2.




27.
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La circunferencia tiene por centro ((—=1, —2) y radio
r=+/10. El punto P es exterior a la circunferencia. Las rectas
que pasan por P son de la forma s:y — 3 =m(x — 4).

—5m+
Sid(C, 5)=r e |—22 ) _ /10 o

Vm?+1

3
2 _ =0 > m=
3m*—10m+3=0 {1/3

e Sim=3seobtiene larectas:y—3=3(x—4) &
3x—y—9=0.
. . 1
o Si m:% se obtiene la rectas,;:y —3 =§(x—4) =

x—3y+5=0.

Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por el
punto P(5, 8) y es tangente a las rectas r:2x—y+3=0,
s:x—2y+3=0.

Si la circunferencia es tangente a las dos rectas, su centro
esta situado en una de sus bisectrices, que son las rectas
x+y=0,x—y+2=0.Sihade pasar por el punto P, el centro
solo puede estar en la bisectriz x—y+ 2 =0. Es decir, el cen-
tro es de la forma ((a, a + 2).
Ademas d(C, r) =d(C, P)

2a—(a+2)+3

Js
“F = Ja—5)+ (a6’
5

Elevando al cuadrado y agrupando términos semejantes resulta

la ecuacion 9a? — 112a + 304 =0, cuyas soluciones son a =4,
76

& Ja-5)+@+2-8) =

a

\E_

N
‘L_
:
ol
ol
~d
o
ol
-
o
o
1
o
21

Fig. 11.1.

o Sia=4, el centro es ((4, 6) y el radio r=d((, P) :\/E_ La
circunferencia es (x —4)>+ (y — 6)>=5.

. 76 76 94 .
o Si a=g el centro es C(; ;J y el radio r=d(C, P)=

\ 1445

= 9 La circunferencia, en este caso, es

76 \° 94\ 1445
—— ||y =
9 9 81
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28. Halla la ecuacion de la circunferencia inscrita al tridngulo
de vértices A(1, 6), B(—4, —4) y C(4, 0).

—4 —'2<

Fig. 11.2.

El centro de la circunferencia inscrita a un triangulo es su in-
centro o punto de corte de las tres bisectrices del triangulo.
La recta que contiene al lado AB tiene por ecuacion
rg2x—y+4=0.

La recta que contiene al lado AC tiene por ecuacion
r;2x+y—28=0.

La recta que contiene al lado BC tiene por ecuacion
IiX—2y—4=0.

Bisectrices de los lados r,, y r, :

2x—y+4 2x+y—8

J5 V5

Es decir son las rectas y—6=0, x— 1= 0. Esta altima es la
bisectriz interior.
Bisectrices de los lados r,, y r,:

S22x—y+4=F(2x+y—28).

2X—y+4| |x—2y—4
V5 V5

Es decir son las rectas x+y+8=0, x—y=0. Esta Gltima es
la bisectriz interior.
El centro de la circunferencia es la solucion del sistema

x—1=0 .
Xx—y=0 es decir, C(1, 1).

S2x—yth=F(x—2y—4).

2:1-1+4 5

J5

Luego la ecuacion de la circunferencia pedida es:
(x—1)2+ (y—1)?=5.

=5

El radio es, por ejemplo, r=d(C, r,) =

Tipo lll. Elipses e hipérbolas

29. Halla la ecuacion reducida de las siguientes elipses:
a) distancia focal 4 y semieje menor 3,
b) semidistancia focal 3 y eje mayor 10,
c) pasa por el punto (8, 3) y su excentricidad es —
d) pasa por (—4, 1) y eje menor 6, 2
e) pasa por (3, 1) y (0, 2).

a) Como c=2, b=3, es a?=13. La ecuacion de la elipse es

XZ 2
S
13 9
b) Como c=3, a=5, es b?=16. La ecuacion de la elipse es
XZ yZ
—+=—=1,
25 16

87
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: . Xy .
c) Partiendo de la ecuacién general —2+§=1, se tiene, al
a

imponer las condiciones del enunciado:

64 9
—+—==1
a?  b? . .
. Resolviendo este sistema resulta
V3 _c
2 a
a?*=b*+c
. X2y
a*=100, b2 = 25. La elipse es —+=—=1.
100 25
d) Como 2b=6, es b=3. Al pasar por (—4, 1), resulta
16 1 X2 2

—+—=1= a*=18. La elipse es Xy =1.
at  b? 18 9

e) Al imponer que pase por los dos puntos dados resulta el
sistema

9 1
—+—=1
a®  b?
0 4
—+—=1
a® b?

X?. y2
que una vez resuelto determina la elipse §+7 =1.

30. Calcula la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos

31.

32.

88

1
F(—1, 2) y F'(3, 2), y su excentricidad es igual a 3

c 1
Es 2c=d(F, F')=4, luego c=2. Como e=;=§, es a=6.
De la relacion a®=b2+c?, se deduce que b?>=32. El cen-
tro es el punto medio del segmento FF’, luego es el punto

— 2 — 2
(1, 2). La ecuacidn de la elipse es M—s—uzl.
36 32
Determina los elementos de las siguientes elipses:
2 2
X+ L= b) 2x2 + 25y2 = 50
144 36

— 2 2 2 —_ 2
g K3 02 gy X 002
169 121 4 25

a) Centrada en el origen; eje mayor el eje 0X; a=12, b=6,
c=+/108,

b) Centrada en el origen; eje mayor el eje 0X; a=5, b= \/E
c=+23,

c) Centrada en el punto (3, —2); eje mayor paralelo al el eje
0X; a=13, b=11, c=\/E,

d) Centrada en el punto (0, 2); eje mayor paralelo al el eje 0Y;
a=2,b=5,c=+21.

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
suma de distancias a los puntos (3, —2) y (3, 4) es 8. Iden-
tifica dicho lugar geométrico y determina sus elementos.

Se trata de una elipse cuyos focos son los puntos dados. Su
eje mayor es paralelo al eje OY. La constante es 2a=28. La
distancia focal es 2c = 6. Su centro es el punto medio de los
dos focos, es decir, el punto (3, 1). Su ecuacién es, por tanto,
2 2
(-3 -1
7 16

33.

34.

35.

36.

37.

Halla el lugar geométrico de los puntos del plano tales que
su distancia al punto A(3, 0) es la mitad de su distancia a
larecta r:ix — 9 = 0. Identifica dicho lugar y determina sus
elementos.

Si P(x, y) es un punto de dicho lugar geométrico, la propiedad

1 9
d(P, A) = 5 d(P, r) equivale a /(x—3)2+y2=|y—2|. Elevando al

cuadrado los dos miembros y agrupando términos semejantes,
resulta la ecuacion 3x2— 6x + 4y? = 45. Completando cuadra-

x-1)° ¥ :
+E=1. Se trata, por tanto, de una elip-

dos, resulta
se, centrada en el punto (1, 0), de eje mayor paralelo al eje de
abscisas. Ademas, a=4, b= \/ﬁ c=2.

Calcula la ecuacion de la tangente y de la normal a la elip-
se 3x?+ 4y?>=16 en el punto P(2, —1).

Las rectas que pasan por P son de la forma y+1=m(x —2).

. . 3x2+4y*=16 5
Imponiendo que el sistema y+1=m(x—2) tenga solucién

P 3
nica resulta m=—=. La recta tangente es, por tanto,
2

3

y+1= E(X—Z) & 3x—2y—8=0.
La normal es perpendicular a la tangente en el punto de tan-

. . 2
gencia, luego su ecuacion esy+1=— ;(x -2)e
2x+3y—1=0.
Determina la posicion relativa de la elipse 6x2+y?=100y
la recta 12x—y+50=0.

» . 6x2+y2=100
La solucion del sistema 12x—y+50=0 es el punto P(—4, 2),

luego la recta es tangente a la elipse en dicho punto.

Halla la ecuacion de las tangentes a la elipse 3x* + 4y*= 16
paralelas a la recta 3x—2y+1=0.

Las rectas paralelas a la dada son de la forma 3x—2y+ C=0.
_ _ 3x2+4y2=16
para que sean tangentes a la elipse, el sistema 3x—2y+(=0

debe tener solucién Gnica. Sustituyendo la segunda ecuacion
en la primera resulta una ecuacion de segundo grado cuyo
discriminante ha de ser 0. Resolviendo (==8. Las rectas pe-
didas son 3x—2y+8=0, 3x—2y—8=0.

Calcula la tangente a la elipse x? + 6y?> = 100 desde el pun-
to P(10, 5).

Las rectas que pasan por P son de la forma y — 5= m(x — 10).

. . X2+ 6y2=100 5
Imponiendo que el sistema y—5=m(x—10) tenga solucion

1
Gnica resulta m= E La recta tangente es, por tanto,

1
y—5=E(x—1O) & x—12y+50=0.



38.

39.

Lugares geométricos. Conicas

Un segmento de longitud 3, apoya sus extremos sobre los
ejes de coordenadas (uno sobre cada eje) tomando todas
las posiciones posibles.

a) Determina la ecuacion del lugar geométrico del punto
del segmento que esta situado a distancia 1 del extre-
mo que se apoya en el eje 0Y.

b) Identifica la cénica resultante.

y

B(0,b)

R P(x.y)

0 Q A(a,0) X

Fig. 11.3.

Sean A(a, 0) y B(0, b) los puntos de apoyo en los ejes 0X'y OY
respectivamente. Por Pitagoras es a? + b*=9.
a) Sea P(x, y) un punto de dicho lugar. Los tridngulos RPB

. 1 .
y OAB son semejantes, luego i:? < a=3x. También
a

2
lo son los tridngulos QAP y OAB, luego %—i-? = b=3?y.
. . 9y’
Sustituyendo en a*+b?=9, se obtiene 9X2+T:9 =
2
x2+y—=1.
4

b) Se trata de una elipse centrada en el origen, con eje mayor el
eje de ordenadas, con semieje mayor 2 y semieje menor 1.

Halla la ecuacién reducida de las siguientes hipérbolas:
a) distancia focal 10 y eje imaginario 6,
b) semidistancia focal 3 y eje real 4,

c) pasa por el punto (=3, 2) y su excentricidad es \/E

d) pasa por (3, —5) y semieje real 2,
e) pasa por (6, —1) y (3, 0),
f) pasa por el punto (25, 12) y una de sus asintotas es la

recta y—ix
5 X

a) Como c=5, b=3, es a°=c?—b*=16. La ecuacion de la

2 2
hipérbola es xrx v =1,
16 9
b) como c=3, a=2, es b?=5. La ecuacion de la hipérbola es
X2 yZ
—_ :1,
4 5 2 2

. . X .
c) partiendo de la ecuacién general —272/—2 =1, se tiene, al
a

imponer las condiciones del enunciado:
9 4

a? b2:

\fizg
3 a

c=a*+b?

40.

41.

42,
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Resolviendo este sistema resulta a?= 3, b2=2.

X?. y2
La hipérbola es ——=—=1,
3 2

d) como a=2, al pasar por (3, —5),

2 2
resulta 2.2 =1 = b?=20. La hipérbola es r X =1,
4 b 4 20
e) alimponer que pase por los puntos dados resulta el sistema
36_1_
@ b
que, una vez resuelto, determina la hipérbola

PN
9 1/3
f) de las condiciones del enunciado se obtiene el sistema
625 144 —1
at b
b_3

que, una vez resuelto, determina la hipérbola

a b5
X ¥y_

=1.
225 81

Dé la definicion de hipérbola. Encuentre la ecuacion de
la hipérbola que tiene por focos los puntos F= (-3, 0) y

F°(3, 0) y que pasa por el punto P(1, 5\/5).

La distancia focales 2c=d(F, F') = 6, luego c = 3. De las condi-

6 75
ciones del enunciado se obtiene el sistema 1 a*  b? que,
a*+b*=9

. L XZ 2
una vez resuelto, determina la hipérbola Z_yE =1.

Determina los elementos y las asintotas de las siguientes

hipérbolas:
X2 2

a) L
169

=1 b) x2 — 18y? = 36
25 ) v

a) Centrada en el origen; eje real, el eje 0X; a=13, b=5,
c= 194, asintotas y= i1—53x;

b) Centrada en el origen; eje real, el eje OX; a=6, b=/2,
c=-/38, asintotas y= t1—53x;

c) Centrada en el punto (—2, 1); eje real paralelo al eje 0X;

V120
X;
13
d) Centrada en el punto (3,0); eje real paralelo al eje 0Y;

a=13, b=+/120, c=17, asintotas y==+

2
a=5, b=2, c =/29 asintotas y=igx.

a) Halla el valor de k para que la hipérbola 4x*—ky?=9
sea equilatera. Determina sus elementos.

89



43.

44.

45,

20
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Lugares geométricos. Conicas

b) Halla la ecuacién de una hipérbola equilatera de dis-
tancia focal 12.
c) Determina los elementos de la hipérbola xy = 32.

3
a) Para que sea equilatera, k= 4. Para este valor, es a=b= E

ye=z.

6
b) Como 2c=12, es c= 6; por tanto, a=\/—5. Su ecuacion
. X 2 . !
reducida es —8—y—:1. Referida a sus asintotas, su ecua-

cion es xy =9.
aZ
c) Se trata de una hipérbola equilatera. Como ;=32, se ob-

tiene que a=b6=38; c=8\/5.

Determina la posicion relativa de la hipérbola 2x*—3y?*=6
y la recta x+y=>5.

2x¢—3y*=6

X+y=5 se obtiene como solucion

Resolviendo el sistema{

los puntos P(3, 2) y Q(27, —22). Luego la recta corta a la hi-
pérbola en estos dos puntos.

Calcula la ecuacion de la tangente y de la normal a la hi-
pérbola 2x*—y?=2 en el punto P(3, 4).

Las rectas que pasan por P son de la forma y —4=m(x—3).
2x2—y?=2

Imponiendo que el sistema y—4=m(x—3) tenga solucion

Gnica resulta m :? La recta tangente es, por tanto,

3
y—4= E (x—3)e=3x—2y—1=0.
La normal es perpendicular a la tangente en el punto de tan-
gencia, luego su ecuacion esy —4 = —3(x— 3) &
3

2x+3y—18=0.

Identifica las siguientes conicas y determina sus elementos:
a) 2x*+3y?—12x+6y+3=0,

b) 5x*+y*+10x— 4y +4=0,

c) x*=3y’—6y—9=0,

d) 5y2—16x*—64x— 10y —139=0.

Completando cuadrados en cada caso, se obtiene:
2 +1)2
NS R UAR)
9 6
cuyo eje mayor es paralelo al eje 0X. Ademas, a=3, b:\/g,
c=+/3.
+1)°  (y—2) .

b) (XT)Jr (VT)=1; elipse centrada en el punto (=1, 2) y
cuyo eje mayor es paralelo al eje OY. Ademas, a:\/g, b=1,
c=2.

2 (y+1)°
%—@T)zl; hipérbola centrada en el punto (0, —1) y

cuyo eje real es paralelo al eje OX. Ademas, a=\/g,

b:\/g,c=\/§.

=1; elipse centrada en el punto (3, —1) y

46.

16 5
(—2, 1) y cuyo eje real es paralelo al eje OY. Ademas, a =4,

b=+/5, c=+/21.

Sea H la hipérbola xy = 4. Sean C, y C, dos circunferencias,
ambas con centro en el origen de coordenadas y tales que:
a) (, es tangente a la hipérbola.

b) C, corta a la hipérbola H en un punto de abscisa 1.
Representa graficamente las tres conicas anteriores y cal-
cula el area de la corona circular encerrada entre las dos
circunferencias.

_ 2 + 2
d)u (x+2) =1; hipérbola centrada en el punto

La representacion grafica es:

Fig. 11.4.

Como las circunferencias estan centradas en el origen, sus
ecuaciones son del tipo x2+y2="r2.
X2+y2:r2

Xy=4 debe

Como C, es tangente a la hipérbola, el sistema {
tener solucion (nica. Despejando y en la segunda ecuacion y
. . . 16
sustituyendo en la primera, se obtiene x? t—==r=
X

X*—rx?*+ 16 =0. Para que tenga solucion Gnica, r*—64=0
= r=('/a=\/§. Luego C: x*+ y*=8.

Como (, corta a la hipérbola H en un punto de abscisa 1 & C,
pasa por el punto A(1, 4). Su radio es r=d(0, A) = J17. Luego
C:x2+y =11

El area de la corona circular es A= w(17—8)=97 (2,

Tipo IV. Parabolas

47.

a) F(4,3) x=0
b) F(5, 2)

c) F(0,1) y=2

d) F(—1, 3) x=—7

En cada caso, halla la ecuacion y los restantes elementos

de las parabolas:

a) directriz x=0, vértice (2, 3),

b) foco F(5, 2), vértice V(5, —3),

c) directriz y=2, foco F(0, 1),

d) eje y=3, foco F(—1, 3), parametro 6 y ramas hacia la
derecha.

Foco Directriz Eje Vértice Parametro Ecuacion
y=3 "2 3) (y—3)=8(x—2)

(x—5)2=20(y + 3)

3
)
2

(y—3)=12(x + 4)

p=4

y=-8 x=5 V5, -3) p=10

OCOEJ 1
x= S| P=

vy=3 V(—4,3) p=6
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48. Encuentra la ecuacién de la pardbola cuya directriz es la

49.

recta y =xy cuyo foco es el punto (2, 0).

Sea F(2, 0) y &: y=x. Si P(x, y) es un punto de la parabola
buscada es d(P, F) = d(P, 8) < \/(x—2)2+y2=‘xf;y‘. Elevando
2

al cuadrado y agrupando términos semejantes resulta la ecua-
cion x> +y*+2xy —8x+8=0.

Determina el foco, la directriz, el eje, el vértice y el para-
metro de las siguientes parabolas:

a) y2=8x b) y? = —4x
C) xX*=4y d) x*=— 8y
e) (y—3)’=8(x+1) f) (x—5)*=24y
Ecuacion Foco Directriz Eje Vértice Parametro
a) y?=8x F(2,0) x=-2 y=0 V(0,0) p=4
b) y2=—4x F(-1,0) x=1 y=0 V(0,0) p=2
c) x2=4y FO,1) y=-1 x=0 V(0,00 p=2
d) x2=—8y FO, —2) y=2 x=0 V(0,0) p=4
e) (y—3)?=8(x+1)F(1,3) x=-3 y=3 V(-1,3) p=4
f) (y—52=24y F(5,6) y=-6 x=5 V(50 p=12

50. La parabola de ecuacion y?>— 4y — 6x—5 =0 tiene por foco

51.

52.

el punto (0, 2). Encuentre su directriz.
Completando cuadrados, la ecuacién puede escribirse como

3
(y—2)2=6(x +E] El eje de la parabola es la recta y=2

3
(paralelo al eje 0X); su vértice es V(—E, 2]. Como el vértice

dista lo mismo del foco que de la directriz, y ésta es perpen-
dicular al eje, la directriz es la recta & : x=—3.

Calcula la ecuacién de una parabola

a) de eje paralelo al eje 0Y, vértice en el eje 0X, que pase
por (4, 2) y (=2, 8),

b) de eje paralelo al eje 0X, que pasa por los puntos
(2, 0), (5,6)y (5 —2).

a) El vértice es de la forma V(a, 0). Por tener eje paralelo
al 0Y, su ecuacién es del tipo (x—a)?>=2py. Imponien-
do que pase por los dos puntos dados resulta el sistema

(4—a)’=4p

(—2—a)’=16p
a=10, p=9 y a=2, p=1. Luego las parabolas son
(x—10)2=18y; (x —2)*=2y.

b) La parabola sera del tipo x=ay?+ by + c. Imponiendo que

pase por los tres puntos mencionados se obtiene el sistema
c=2
5=36a+6b+c, cuya solucion es a=l, b=-1,c=2.
5=4a—2b+c 4

cuyas soluciones son:

1
La parabola es x = Zyz —y+2.

Halla la ecuacién de la tangente y de la normal a la para-
bola (x—1)?=2(y — 2) en el punto P(3, 4).

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

Las rectas que pasan por P son de la forma y — 4 =m(x — 3).

(x—1)*=2(y—2)

mponiendo que el sistema y—4=m(x—3)

tenga solucion

Gnica resulta m= 2.

La recta tangente es, por tanto, y—4=2(x—3) &
2x—y—2=0.

La normal es perpendicular a la tangente en el punto de

1
tangencia, luego su ecuacién es y—4=-; x—3) &

x+2y—11=0.

53. Calcula las ecuaciones de las dos rectas del plano que pa-
san por el punto P= (1, —1) y que son tangentes a la
pardbolay = (x — 1)

Las rectas que pasan por P son de la forma y+1=m(x—1).
. . y=(x-1) .
Imponiendo que el sistema y+1=m(x—1) tenga solucion

2

Gnica resulta m ][

y+1=2(x—1)
Las rectas buscadas son, por tanto, y+1=—2(x—1)

2x—y—3=0
2x+y—1=0"

(=

54. Calcula la longitud del segmento cuyos extremos son los
puntos de corte de la recta 2x+y—2=0 con la parabola
(x—2)2=2(y+2).

Los puntos de corte son las soluciones del sistema

(x—2)2=2(y+2) )
2x+y—2=0 , es decir los puntos P(2, —2) y Q(—2, 6). La

longitud de este segmento es d(P, Q) = |PQ|=4\EU.
55. Determina el foco, la directriz, el eje y el vértice de las
parabolas:
a) X*—4x—2y—2=0,
b) y*—8x+16=0,
c) y¥*+6x—4y—2=0.

Completando cuadrados, las parabolas se pueden escribir:
a) (x—2)>=2(y+3); su vértice es V(2, —3); eje x=2; foco

5 7
F(Z, ——]; directriz d : y=——,
2 2
b) y>=8(x—2); su vértice es (2, 0); eje y=0; foco F(4, 0);
directriz & : x=0,

€) (y—2)2=—6(x—1); su vértice es V(1, 2); eje y=2; foco

1
F(— —,2 ]; directriz d:x= 2.
2 2

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 12 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas.
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Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
los ejes de coordenadas.

x—y=0;x+y=0

Escribe la ecuacion de dos circunferencias concéntricas,
con centro en C(2, —1) y radios 1y 2.

Xy —bx+2y+4=0; X+ y?—4x+2y+1=0

Dibuja la circunferencia (x — 1)+ (y + 1)?=1y da la ecua-
cion de la recta tangente a ella en el punto P(1, —2).

y+2=0

Halla la ecuacion de la circunferencia que tiene un diame-
tro determinado por los puntos A(—2, 4) y B(4, —4).

X+yr—2x—24=0

XZ y2
Haz un esbozo de la elipse —+=—=1.
16 9

Halla los focos y la excentricidad de la elipse dada por la
ecuacion anterior.
J1

F(N7, 0), F(—7, 0), e="—

4

XZ y2
Haz un esbozo de la hipérbola 69 =1.

2 2
Las asintotas de la hipérbola ;—4—{—=1 son las rectas:
3 4 3
a) y=x—x b) y=x—x C =i\/:x
) y=% ) y=%7 )y A

3
Q) y==F4/—x
4

10.

EL parametro de la parabola (x — 1) =5y es:

a) p=5 b) p=10
c) p= >

P=72

5

o I
) p >
La directriz de la parabola y2 = —8x es la recta:
a) y=2 b) x=2
c) x=-2
b)x=2

2 cuestiones para investigar

1.

Se llaman circunferencias focales de la elipse a las que
tienen por centro uno de sus focos y como radio el eje
mayor.
a) Determina las ecuaciones de las circunferencias focales
. . x2 yz
asociadas a la elipse —+—=1.
25 9
b) ¢Qué conica es el lugar geométrico de los puntos del pla-
no que equidistan de una circunferencia y de un punto
fijo interior a la circunferencia?

a) En esta elipse el semieje mayor es a =5; los focos son los
puntos F(4, 0) y F(—4, 0).
El radio de ambas circunferencias focales es r=2a = 10.
La ecuacion de la circunferencia de centro el foco F(4, 0)
es: (x —4)2+y?=100.
La de centro el foco F'(—4, 0) tiene por ecuacion
(x + 4) + y2 = 100.

b) Es una elipse: la circunferencia es una de las circunferen-
cias focales y el punto fijo interior es el otro foco.



Actividades

1.

Determina la expresion del término general de las siguien-
tes sucesiones:

a) 1,4,9,16, 25, ...

b) 5, 10, 15, 20, 25, ...

Halla el valor de los términos a,, b, v ¢,

a) Es la sucesion de cuadrados: a,=n? = a,,=12?=144

b) Es la sucesion de los maltiplos de 5: b,=5n = b,,,=500

c) En el numerador tenemos los nimeros impares, en el deno-
minador los cuadrados:

_2n—1 59

= (3=

n? 900

Cn

.. n+3 .
Demuestra que la sucesion a,,=—1 es decreciente. Com-
n+

prueba que esta acotada inferiormente por k= 1.

Hay que ver quea, > a_ ..
(n+1)+3 n+4 n+3
Estoes: a,,.,= = < =
(n+1)+1 n+2 n+1
En efecto, multiplicando en cruz:
(n+4)-n+1)<(n+2)-(n+3) = n*+5n+4<n*>+5n+6,
que es cierto, pues 4 <6.

a,

n+3

Veamos que g, = 1. En efecto, = 1 pues el numerador es

n+1
siempre mayor que el denominador.

n-3

4n+1

a) Demuestra que es creciente y acotada superiormente
por k=1/4.

b) ¢A partir de qué término se cumple que a, > 0,249?

c) Di cual es su limite (no hace falta que lo demuestres).

Dada la sucesion a,=

a) a,..—a _h-2 n=3 _
T 45 4n+1
_ (n—2)(4n+1)—(n—3)(4n+5) 13
B (4n+5)(4n+1)  (4n+5)(4n+1)

expresion que siempre toma valores positivos. Por tanto la
sucesion es creciente.

- 1
Acotada: an=u<— para todo n, pues
4n+1 4
4n—12<4n+1, como resulta evidente.
b) a,> 0,249 < :;:’1> 0,249 = n—3>0,996n + 0,249 =
n

0,004n> 3,249 = n>812,25.
A partir del término ag,; todos los siguientes son mayores
que 0,249.

c) Su limite es 0,25.

Indica el limite de las siguientes sucesiones:

2n+1 3n%+1
a) a,= b) a,=
n+7 5n+10
+
¢ a,= n+é4

n?*—n+3

2n+1 . . .

a) lim n+7 =2. Numerador y denominador tienen el mismo
n

grado.

. 3nm2+1

b) lim =00, El grado del numerador es mayor que el del
5n+10

denominador.

c) lim ; 4 3 =0. El grado del numerador es menor que el
n2—

del denominador.

Halla el término general de las siguientes progresiones
aritméticas:

a) -8, =5, -2, 1, ...,

b) 3,9, 15, 21, ...

€ 1/2,1,3/2,2,...

Para cada caso halla el término vigésimo séptimo.

a) d=3=q,=—8+3(n—1)=3n-11= a,,=70
b) d=6 = b,=3+6(n—1)=6n—3 = b,,=159

1 1
) d=3= cn=?+?(n—1)=0,5n =,;=13,5

Halla las siguientes sumas:
a) 3+3,5+4+4,5+...(175 términos)
b) 70+ 67 + 64 + ... (100 términos)

a) Es una progresion aritmética de diferencia 0,5.
Como a,=3 y a,=3+174-05=90, se tendra:
3490)-175

b) Es una progresion aritmética de diferencia —3.
Como a,=70 y a,,=70+99-(—3)=—227, se tendra:

_ (70—227)-100 _

S —7850.

Halla las siguientes sumas:
a) 1+2+4+8+ ... (20 términos)
b) 10—-5+2,5—1,25+ ... (infinitos términos)

1-(22-1)

a) r=2=S5= =1048575
B e s 10 _10 20
1-(=1/2) 3/2 3

Problemas propuestos
Tipo . Sucesiones

1.Halla el término siguiente de cada una de las sucesiones:

a) 0,9, 18, 27, 36, ...
0 1,9, 18,28, 39, ...

b) 0, 9, 17, 24, 30, ...
d) 1, 9, 10, 19, 20, ...

a) 45

b) 30+ 5=35 (cada vez se suma uno menos.)
c) 39+ 12=51 (cada vez se suma uno mas)
d) 30;y el siguiente seria 31.

Para las sucesiones a) y b) del problema anterior: (1) Da el
término general de la a); (2) ¢Es creciente la b)?
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(1) a,.,=9n—1

(2) Como cada vez se suma uno menos, llegard un momento
en que se restara. Puede verse que: a,=39 y sigue: 42, 44,
45, 45, 44, 42, ...

Dadas las sucesiones:

a) 1,1/2,1/3, 1/4, ...

b) 1, 10, 100, 1000, ...

Para cada una de ellas: (1) halla su término general; (2)
sus cotas superior e inferior, si las tienen.

1
a) a,=—.
n

Sus cotas son: inferior, 0; superior, 1.
. 1
Es evidente, pues 0 <— <1, yaquen = 1.
n

b) a,=10""1.
Esta acotada inferiormente por 1. No tiene cota superior,
pues 10“> K para cualquier valor de K grande.

¢A cudl de las siguientes sucesiones pertenecen los niime-
ros: 546, 27, 1201?

a) {a} =1{1,7, 13,19, ...}

b) b,=4n-3

¢) ¢,=2n*-3n+17

Un ndmero pertenece a una sucesion cuando se obtiene de su
expresion general para algin valor de n. Esto es, un namero k
pertenece a la sucesion g, cuando la ecuacion a,=k tiene por
solucién un nimero natural.

a) La sucesion a,=6n—5.

Como 6n—5=546 = n=91,83 no es natural, 546 no es de
la sucesion a,.

Como 6n—5=27 = n=5,33 no es natural, 27 no es de la
sucesion q,.

Como 6n—5=1201 = n =201, el nimero 1201 es el térmi-
no %01 de la sucesion a,.

b) 4n—3=546 = n=137,25; por tanto 546 no es de la suce-
sién b,.
4n—3=27 = n=1,5; por tanto 27 no es de la sucesion b,.
4n—3=1201 = n=301; por tanto 1201 es el término b
de la sucesion b,.

c) La ecuacion 2n2—3n+7=546 < 2n?*—3n—539=0, que no
tiene solucién natural; por tanto, 546 no es de la sucesion
C,

La ecuacion 2n*—3n+7=27 < 2n*—3n—20=0, que tiene
por solucion n = 4; por tanto, 27 es el término ¢, de la su-
cesion c,.
La ecuacion 2n?—3n+7=1201 < 2n*—3n—1194=0, que
no tiene solucién natural; por tanto, 1201 no es de la su-
cesion c,.

301

. ez n+
¢Como es la sucesion a,=
n+

Con la informacion obtenida halla sus cotas inferior y
superior.

3 . .
1: creciente o decreciente?

Comparamos a,y a,.,-
(n+1)+3  n+3 _
(n+1)+1 n+1 n+2

n+a

n+3
n+1

an+l 4,

_(n+4)(n+1)—=(n+3)(n+2) _
a (n+2)(n+1)

(n+2)(n+1)
Por tanto, la sucesion es decreciente.

, que toma valores negativos para todo n.

. . P 1+
Si es decreciente, el mayor término es al:lTi =2. Luego
k=2 es una cota superior.

., h+3 .
Como el numerador de la fraccion —— es siempre mayor que

n+1
el denominador, n+3>n+1, una cota inferior serd 1; esto
n+3
es ——=1.
n+1

La division entera de cualquier nimero natural entre 4 da
de resto 0, 1, 2 o 3. Escribe las cuatro sucesiones que se
obtienen atendiendo a cada uno de esos restos. Halla el
término general de cada una de ellas. Indica a cual de ellas
pertenecen los nimeros 12401, 2453 y 571.

Sucesion de nimeros con resto 0: 0, 4, 8, 12, ... = 4n—4
Sucesion de ndmeros con resto 1: 1, 5, 9, 13, ... = 4n—3
Sucesion de nGmeros con resto 2: 2, 6, 10, 14, ... = 4n—2
Sucesidn de ndmeros con resto 3: 3, 7, 11, 15, ... = 4n—1
En las sucesiones anteriores, n=1.

NOTA: Si suponemos que n=0, los términos generales seran,
respectivamente: 4n; 4n+1; 4n+2; 4n + 3.

Con esto:

12401=4-3100+1; 2453 =4-613+1; 571 =4-142+3

Halla el término general de las siguientes sucesiones:
a) 1, 4,9, 16, ...

b) 1/2, 4/3, 9/4, 16/5, ...

c) 2/4,5/6, 10/8, 17/10, ...

d) 1, —4,9, —16, ...

a) a,=n’
2

b) a,=—

n+1

n?+1
Q) a,=

2(n+1)
d) a,~(~1) e

a) Definicion de cota superior de una sucesién de nimeros
reales. Definicidon de sucesion acotada inferiormente.

. P 4n—1

b) Demuestre que la sucesion de término generala,= il
n+

es creciente y halle una cota inferior positiva (justifi-

cando que es una cota inferior.)

a) Un namero k es cota superior de una sucesion (a,) si para
cualquier valor de n el término g, < .
Una sucesién (a,) esté acotada inferiormente si existe un
ndmero k tal que k < a, para cualquier valor de n.

b) Una sucesién es creciente si g, < a,,, para todo n.
4n—1 _ 4(n+1)—1 4n—1 _ 4n+3
< <
n+1 (n+1)+1 n+1 n+2

S (4n—1)(n+2)<(n+1)(4n+3) &
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S 4n*+Tn—2<4n*+7In+3 & —2 <3

Como la dltima desigualdad es cierta también lo sera la

primera. Por tanto, la sucesion dada es creciente.

Al ser creciente, el primer término es el menor de todos. En
. . . 4—1 3

consecuencia, una cota inferior es alzn: >

Tipo ll. Limites de sucesiones

9.

10.

11.

12.

Dada la sucesion {2, 3/4, 4/9, 5/16, 6/25, ...}, halla:
a) A partir de qué término a,< 0,001
b) ¢Cual es su limite?
n+1
a) a,<0,001 & —< 0,001 = n+1<0,001n* =
n
n?—1000n—1000 > 0 = n = 1001.
+

by lim 2L =

n o

0

1.,
Demuestra que a,=— tiende a 0, comprobando que para
n

todo nidmero £>0 y pequefio, existe un n, tal que para
todo n>n,, se cumple que |a,|< £. ;Qué valor tomara nsi
€=0,001?

aﬂ

1 1
<8<:>‘—‘<8 S —<g <:>n>1
n n €

Para e = 0,001, n,= L 1=1 000.

Esto significa que todos los términos siguientes a a,,,, estan
a menos de 0,001 de 0.

Lo mismo que en el problema anterior para a,= —

nz
1 1 1
<eos—<egon>,|—
n? €

n
Para € =0,001, n,=~/1000=31,6.
Esto significa que todos los términos siguientes a a,, estan a
menos de 0,001 de 0.

af<e e

Considera las sucesiones: {a}={1, 7, 13, 19, ..} y
{b}=1{5 8, 11, 14, ...}
a) Halla el término general de cada una de ellas. ;Cuanto

?
valena, yb,,?

b,
qué término de {c,} los siguientes valen mas de 1,9?
Calcula su limite.

b) Halla la expresion de la sucesion ¢;=7 . ;A partir de

a) Para {a }={1, 7, 13, 19, ...}, cada uno de los términos da-
dos se obtiene sumando 6 al anterior. Por tanto a,=6n—5.
Para {b } = {5, 8, 11, 14, ...}, cada uno de esos nimeros se
obtiene sumando 3 al anterior. Por tanto b,=3n-+2.

b c—ﬁ—6n_5
) & b, 3nt2’
6n—>5
c,>19 & >1,9=6n—5>57/n+38=

3n+2
0,3n> 8,8 = n > 29,33....
Luego ¢,>1,9 a partir de n = 30.
Vamos a calcular el limite transformando la sucesion
dada:

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

6n_5 65
lif on=>1_ im| = lim|—— :672
3n+2 3n 2
=+ 3+ =
n o n n

13. Indica el valor de los siguientes limites:

6n

a) lim (2n—5 b) lim
) tim (2n~5) ) tim

6n%+3n
<) lim— d) lim [(—1)"n*—5n
) I 2n*=7n+1 ) [(2 ) ]
e) lim~— f) tim =1

3—2n 2n+7

a) lim (2n—5) =0 (Sucesion de tipo polinémico)
b) lim anl: 0 (EL grado del numerador es menor que el del
n

denominador).
. 6n*+3n 6
) lim————=—
2n*=7n+1 2
el mismo grado).

d) lim [(—1)"n*—=5n] no existe, tiende alternativamente a

3 (Numerador y denominador tiene

+oya —o.
. n=5 1 . . .
e) lim = —— (Numerador y denominador tiene el mis-
3—2n 2
mo grado).
. —n*+1
f) tim = —o (El grado del numerador es mayor que el
2n+7

del denominador).
Tipo lll. Progresiones aritméticas

14. Halla el término cuadragésimo octavo de la progresion
aritmética de diferencia 3 y primer término 11.

EL término general es a,=11+3(n—1)=3n+8. Por tanto
a,,=3-48+8=152.

15. Halla el término general de la progresion aritmética de di-
ferencia 5y a, = 19. ;Cuanto vale el término cuadragésimo
octavo?

Como g,=a,+7d = 19=a,+7-5 = a,=—16
Su término general sera: a,=—16+5(n—1)=5n—21.
Por tanto: a,,=5-48—21=219.

16. Intercala 4 términos en progresion aritmética entre 110 y
150.

Si se intercalan 4 términos, en total habra seis, con a, =110
y a,=150.

Comoa,=a,+5d = 150 =110+ 5d = 5d =40 = d =8.

La progresion sera: 110, 118, 126, 134, 142, 150

17. Intercala 6 términos en progresion aritmética entre 80 y
124,

Si se intercalan 6 términos, en total habra ocho, con a, =80
y a,= 124.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Comoa,=a,+7d = 124=80+7d = d=44/7.
La progresion sera:

50, g0+ 44 604 o 44 _648 692 736 780 894
7 7 77 7 1 17

808 124

7

Los angulos de un tridngulo estan en progresion aritméti-
ca, hallalos si el mayor vale 100°.

100 + 100 — d + 100 — 2d = 180 = 300 — 180 =3d =
d=120/3 =40.
Los angulos valdran 100°, 60° y 20°.

Los angulos de un tridngulo estan en progresion aritméti-
ca, hallalos si el menor vale 48°.

48 +48+d+48+2d=180 = 3d =180 — 144 =
d=36/3=12.
Los angulos valdran 48°, 60°y 72°.

Demuestra que si los angulos de un tridangulo estan en
progresion aritmética, entonces uno de los tres tiene que
valer 60°.

Si el dngulo intermedio vale «, los otros dos valdran a — d
y a+d.
Comoa—d ta+a+d=180° = 3a=180° = o =60°.

De una progresién aritmética se sabe que a, =2y d=0,6.
Halla:

a) al y a15.

b) La suma de los quince primeros términos.

a) a,=a,+3d = 2=a,+3:0,6 = a,=0,2
Por tanto, a,,=0,2+14:0,6=8,6

b) S:w:66

Halla los lados de un triangulo rectangulo si se sabe que
estan en progresion aritmética de diferencia 3 cm.

La medida de los lados sera: a, a+ 3y a+ 6, siendo este al-
timo la hipotenusa.

Por Pitagoras:

(a+6)°’=(a+3)"+a* = a®—6a—27=0 = a=9 (la solucion
a= —3 no tiene sentido).

Los lados miden 9, 12 y 15 cm.

Los lados de un triangulo rectangulo estdn en progresion
aritmética. Hallalos sabiendo que su hipotenusa vale 15 cm.

Si d es la diferencia de la progresion, los catetos seran 15 —d
y 15 —2d.

Por Pitagoras:

152=(15—d)’+(15—2d)’ = d*—18d+45=0 = d =3 (la solu-
cién d =15 no tiene sentido).

Los lados mediran: 15, 12y 9 cm.

¢Cuanto vale la media (aritmética) de tres términos conse-
cutivos de una progresion aritmética?

Si la diferencia es d y a es el primero de esos términos, los dos

siguientes seran a+dy a+2d.

Su media aritmética es:

a+(a+d)+(a+2d) 3a+3d
3

Esto es, el término central.

a+d.

25. Descompdn el nimero 48 en tres sumandos que estén en
progresion aritmética. Si hay mas de una solucion, da tres

de ellas.

Sea a el término central. Se cumple que 3a=48 = a=16.
Nada podemos decir de la diferencia de la progresién; por
tanto hay infinitas posibilidades. Tres de ellas son:
10, 16 y 22, con d=6;
16, 16 y 16, con d=0;
—2, 16 y 34, con d=18.
26. Descompoén el nimero 168 en tres sumandos que estén en
progresion aritmética de diferencia 6.

Sea a el término central. Se cumple que 3a=168 = a = 56.
Los otros dos términos serdan 56 —6 =50y 56 + 6 = 62.
27. Suma 200+ 201+ 202 + ... +299

Es la suma de 100 nimeros consecutivos.

200+299)-1
5= {2001299)100_, o

28. Halla los seis primeros niimeros naturales que al dividirlos
por 7 dan de resto 3. Comprueba que estan en progresién
aritmética. ;Cual es la expresion general de todos los nii-

meros naturales que al dividirlos por 7 dan de resto 3?

Seran: 3, 10, 17, 24, 31y 38. Efectivamente estan en progre-
sion aritmética de diferencia 7.
Su término general es: g, =3+(n—1)-7=7n—4.

29.La suma de tres nimeros que estan en progresion aritmética
es 48. Hallalos si ademas se sabe que el mayor menos el
mediano, menos el doble del pequeio es igual a 1.

Sea x, y, z los ndmeros.
Se cumple que:

X+y+z=48

z—y—2x=1

Comoy=x+dyz=x+2d, sustituyendo queda:
X+x+d+x+2d=48 3x+3d=48
{x+2d—(x+d)—2x=1 = | —2x+d=1 = X=5d=1L

Los ndmeros son: 5, 16 y 27.
Tipo IV. Progresiones geométricas

30. Halla el término octavo de la progresion geométrica de
razén 0,5 y primer término 32.

P 2> 1

EL término general es g,=a,r"~*. Por tanto as=32'0,57:§: "
25

a,=32:0,5"'=——=2
2nfl

6—n



31.

32.

33.

34.

35.

36.
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¢Pueden los nimeros 4, 6 y 9 ser términos consecutivos de
una progresion? Si es asi, da los dos siguientes términos.

No son de una progresion aritmética, pues 6 —4 # 9 — 6.

6 9 3
Son de una progresion geométrica, pues r= VT
P . h 3 9 93 27
Los dos términos siguientes seran 3. —=—y —. —=—.
2 4742 8

Descompén el nimero 64 en tres factores que estén en
progresién geométrica.

Sea a el término central. Se cumple que =64 = a = 4. Nada
podemos decir de la razén de la progresion; por tanto hay
infinitas posibilidades. Tres de ellas son:

2,4y8,conr=2;

4,4y 4, conr=1;

—1, 4y —16, con r= —4.

Descompon el niimero 1000 en producto de tres ndimeros
que estén en progresion geométrica de razén 5.

Sea a el término central. Se cumple que a*=1000 = a = 10.
Si r=5, los otros dos términos son 10:5=2y 10-5 = 50.

Halla la suma 4+ 0,4+ 0,04+ 0,004+ ... (infinitos tér-
minos). ;Coincide con la fraccion generatriz del nimero
periodico 4,4?

Es la suma de los infinitos términos de una progresiéon geomé-
trica de razén 0,1y primer término igual a 4: a, =4, r=0,1.
Por tanto:

4 4 40
1-0,1 0,9 9 ~
Es evidente que coincide con la fraccion generatriz de 4,4,
pues 4+ 0,4+ 0,04+ 0,004 + ... =4,444... = 4 4.

4+0,4+0,046+0,004+...=

Aplicando la suma de los infinitos términos de una progre-
sion geométrica halla las fracciones generatrices de las
siguientes fracciones:

a) 12,121212...  b) 0,313131... ) 4,5313131...

a) 12,121212...=12+0,12 40,0012 + ... =
12 121200
©1-0,01 0,99 99
b) 0,313131...=0,31+ 0,0031 +0,000031 + ... =
031 031 31
1-0,01 0,99 99
¢) 4,5313131...=4,5+ 0,031+ 0,00031 + ... =
0031 _0031_31 9 31 4486
1-0,01

=45+ =——=4——=
0,99 990 2 990 990

¢Cuanto vale la media (geométrica) de tres términos con-
secutivos de una progresion geométrica?

Si la razén es ry a es el primero de esos términos, los dos
siguientes seran ary ar?.

. L. 3 3 .
Su media geométrica es: Va-ar-ar*=<a*r=ar. Esto es, el tér-
mino central.

37.

38.

39.

40.

41.
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Considera la siguiente sucesion indefinida de circunferen-
cias, cuyos radios estian en progresion geométrica de ra-
z6n 1/2, siendo el radio del mayor 16 cm.

a) Halla la suma de las longitudes de todas ellas.

c) Halla la suma de la superficies de todos los circulos.

Fig. 12.1.

Hay tres sucesiones:

Sucesion de radios 16 8 4 2
Sucesion

de longitudes (2mr)
Sucesion de areas
(wr?)

...r=1/2

2w-16=32w 167 8w 4w ...r=1/2

- 162= 2567 647 16T 4w ...r=1/4
32

1-1/2
256m 1024w

1-1/4 3

=64

a) SLangftudes =

b) SAVEGS:

Intercala un término positivo en progresion geométrica
entre 10 y 250.

La progresion sera: 10, 10r, 10 =250 = =25 =r=5
La progresion es: 10, 50, 250

Intercala 2 términos en progresion geométrica entre 4 y
—108.

La progresion sera: 4, 4r, 41, 4= —108 = = —27 =
r=x—27=—
La solucion es: 4, —12, 36, —108.

Intercala 3 términos en progresion geométrica entre 2 y
1250.

La progresion sera: 2, 2r, 2r*, 27, 2r*=1250 = r\=625 =
r=\625==+5

Hay dos soluciones:

Progresion: 2, 10, 50, 250, 1250; o bien: 2, —10, 50, —250, 1250.

Una pelota cae desde 64 m de altura. Si las alturas alcan-

zadas en los sucesivos rebotes estan en progresion geomé-
. . 3

trica de razén —:

a) ¢Qué altura alcanzara tras el quinto rebote?
b) ¢Cuantas veces debe rebotar para que la siguiente altu-
ra no supere 1 metro?

a) Primer bote: a1=64'%=48.

Después de botar cinco veces, la altura que alcanza es:

5
2
a5=64-GJ =1i63=15,1875
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b) Hay que determinar n para que a,<1. Esto es:

3Y) 3 1 3Y 1
a,=64|—| <l=|=| <—=log|—| <log—=
4 4 64 4 64
3 1 .
= nlog Z < loga = (como log(3/4) es negativo)

. log (1/64)

log (3/4)
Después del rebote décimo quinto la pelota no superara la
altura de 1 m.

= 14,46.

Dejamos caer una pelota desde una altura de 4 metros y,
tras cada rebote, la altura alcanzada se reduce a la mi-
tad de la altura anterior. ;Qué altura alcanzara la pelota
después de cada uno de los cinco primeros rebotes? ;Y
tras el vigésimo rebote? ;Y tras el rebote n-ésimo? Si a,
denota la altura alcanzada tras el n-ésimo rebote, ob-
tenga una cota superior y otra inferior de esta sucesion.
Calcule lim a,.
1o

Si g, denota la altura alcanzada tras el n-ésimo rebote se
tiene:

1 1 1
h=4 ag=2 a,=1 a== a=— a=—
1 2 3 2 4 4 5 8

Por tanto, las alturas que alcanza tras los cinco primeros re-

botes son: 2, 1, l, lyl m.
2 478

. - 1 .
Se trata de una progresion geométrica de razén g y primer

término a,=2.

La expresion del término general de la sucesion sera:
1

a,=2-—=2v"n=1
2n—1

La altura tras el vigésimo rebote sera: azozﬁ

lim 1 =0

n—o 2n71

Resulta evidente que WIL@ a, =

Cuando x esta muy préxima a 0, pongamos con |x|<1,
écuanto valdran las sumas?:

a) 1+x+x2+x+ ...

b) 1—-x+x*—x*+ ....

a) 1+x+x*+x*+ .... Es la suma de los infinitos términos
de una progresion geométrica de primer término 1y razon

a
r=x. Como |r|=|x|< 1, la suma es S=r_11.
Por tanto:
1
l+x+xX+x3+...=—
x—1

b) Para1—x+x*—x*+ ..., larazén r= —x, luego:

x+1

l—x+xX—xX+..=

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.
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10.

Halla el siguiente término de las sucesiones:
a) 1, 10, 18, 25, _
b) 10, 9,7, 4, _

a) 31
b) 0

Halla el término general de las sucesiones:
a) 2, 20, 200, 2000, ...
b) 100, 97, 94, 91, ...

a) 2-10"!
b) 103—3n

es creciente.

Demuestra que la sucesion a, =

_2(n+1)—5 2n—5_2n—3 2n—5

an __an__
. n+1 n n+1 n
—3)n—(2n—5)(n+ .
:(2n 3)n=(2n=5)(n 1)= > , que toma valores posi-
(n+)n (n+1)n

tivos para todo n.

5n+3 . n*+3n
;s b) lim

2n+7 2n+7

b) o

Halla: a) lim
a) 5/2

De las siguientes sucesiones indica las que son progresio-
nes aritméticas y halla su diferencia:

a) 3, 3,1, 3,01, 3,001, ... b) 3, 3,6, 4,2, 4,8, ...

) 10,9,8,7, ...
a) No b) 0,6 c) —1

De las siguientes sucesiones indica las que son progresio-
nes geométricas y halla su razon:

a) 3,3,1,3,01,3,001,.. b)1,1/2 1/4, 1/8, ...

0 1,1/2,1/3, 1/4, ...

a) No b) 1/2 c) No

Calcula la suma de los 18 primeros términos de la progre-
sion: 4, 9, 14, ...

837

Calcula la suma de los 8 primeros términos de la progre-
sion: 1, 2, 4, 8, ...

255

Intercala un nimero en progresion geométrica entre 2 y
200.

20

Calcula la siguiente suma indefinida: 5+ 0,5+ 0,05+
0,005 +....

50/9



Actividades

1.

x+1 six<1
Calcula algunos pares de la funcién f(x)= 3—x2 si x=1

represéntalos en un diagrama cartesiano y traza, uniendo
los puntos, la grafica de f(x).

Six=-1= y=0: par (-1, 0)
Six=0=y=0:par (0, 1).
Six=1=y=2:par (1, 2).
Six=2=y=—1:par (2, —1).
Six=3=y=—6:par (3, —6)

Fig. 13.1.

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:

a) f(x)=—x ) 9 =3+x
3 d) j(x)=—
—2x ] 2+2

a) f(x)=—x? tiene sentido para todo x. Por tanto,

Dom(f) =

Los valores que toma f(x) son siempre menores o iguales 0:
Im(f) = [0, —).
b) g(x)=+/3+x esta definida para x=—3:
intervalo [—3, +x)
Su recorrido seran siempre valores positivos:
Im(g) = [0, +9)

c) h(x)= 23 no estd definida cuando x*—2x=0: x=0,
X—cX

x=2.Dom(f)=R—{0, 2}
Esta funcion puede tomar valores infinitamente grandes,
tanto positivos como negativos.

Luego, Im(f) = (—o°, +)
d) j(x)= —4 esta definida para todo x, pues x2+2 = 2:
Dom(]) =R.

Su imagen nunca puede ser positiva ni menor que —2:

Im(j) = [~2, 0).

Contesta a las mismas preguntas en el caso de un cohete
que sale hacia arriba con una velocidad de 80 m/s.

La funcion sera h(t)=80t—4,9¢t?

a) h(2)=160—4,9-4=140,4

b) 80t—4,9t?=140,4 = 4,9t?—80t+140,4=0 =
t=2,t=14,33 s

c) La altura méxima la alcanza en el vértice, cuya abscisa es
x= 8,16, intermedia entre 2 y 14,33. Para ese valor,
h(8,16) =326,9 m.

d) h(t)=0= t=0, t=80/4,9=16,32 s.

e) Dominio=[0, 16,32]; recorrido = [0, 326,9]
326,9

RV
3004

2004

100+

1
10 15%3;

v+

Fig. 13.2.

Halla el dominio de definicion de las siguientes funciones:

2) f(x)="k—9 b) g(x)=3 2=

X
-3

a) Definida cuando ¥*—9 =0 = x< -3 0 x=3.
Dom(f) =(—o%, —3] = [3, +=)
b) La raiz cdbica estd definida para cualquier ndmero real,

pero 2—X3 no esta definido si x=3.
x—

Por tanto, Dom(g) =R — {3}

Dadas las funciones f(x)=x>+1y g(x)— halla

a) Las funciones compuestas: g(f(x)) v f(g(x)). éson
iguales?

b) Los valores correspondientes, mediante cada funcion
compuesta, parax=0,x=2y x=—2.

.

(+1)°+1

1 1Y 1
f(g(x)):f()@ﬂJ :(x2+1) ey

Es evidente que no son iguales.

a) g(flx)=

gle+1)=

) 9O~y
=G 26
=1 2
A= 5+ 1=
AO@)= Gy =
fot-2) = 1= o

Halla f(x),

FUf(—2))=—2 y que f(f*(—2))=—2. Representa sus
graficas y comprueba que son simétricas respecto de la
diagonal del primer cuadrante.

9(2)+1 =x = g(x)=2x—2. Esto es: f1(x)=2x—2

siendo f(x)=§+1. Comprueba que

flgx)=
FHA(=2))=F1(0)==2; fif (—2)=f—6)=—
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e) f(x)=x*+2

a) No. EL nGmero —1 tiene dos imagenes.

b) Si. El quintuplo de un ndmero siempre es Gnico.

c) No. Las rectas verticales entre x=0 y x=3 cortan a la
curva en mas de un punto.

d) Si, la correspondencia es (nica.

e) Si, el valor de x*+2 es Unico para cada x.

Fig. 13.3.

7. Para la funcién dada por la grafica adjunta, representa las
graficas de las funciones:

f=x),  |fx)

P2 f(20); 2. Indica cuales de las siguientes relaciones definen una
funcion:
2N\ F () a) A cada nimero le asignamos el doble.
b) A cada alumna le asignamos su estatura.
. 2, ¢) A cada nimero natural le asignamos sus miiltiplos.
—5\/_1}[ \/ d) A cada ciudad le asignamos la provincia a la que

pertenece.

Fig. 13.4. a) Si. El doble de un nimero es Gnico.

b) En cada momento si. (Evidentemente una persona puede
crecer, pero en el momento en que es medida, su estatura
es (inica.)

¢) No. Un namero tiene infinitos maltiplos.

T x d) Si. Cada ciudad pertenece a una sola provincia.

3. La funcion V(r)=10mr? da el volumen de los cilindros de
altura 10 y radio variable r. ;Cual es en esa formula la va-
riable dependiente y cual la independiente? ;Qué volumen
tiene un cilindro de altura 5?

Independiente, r; dependiente, V
V(5) = 250
14
4. Halla el dominio y recorrido de las funciones cuya grafica
Fig. 13.5 se da a continuacién:
a) b)
Problemas propuestos 4 3
3 2
Tipo I. Funciones. Dominio y recorrido 2 1
1. Determina, en cada uno de los casos, si se trata de una -1 2 3 4
funcién o no. 123 4
a) C)
X -1 (] 1 2 -1 2
y -5 0 5 10 15 ) O N .
—5-4—3-2-1] 1 2 3 4 5
b) f(x)=5x -1
c) 4—&(

Fig. 13.7.

a) Dominio: [—1, 3]
Recorrido: [0, 2]
b) Dominio: [0, 5]
/ Recorrido: [—1, 3]
c) Dominio: R
Fig. 13.6. Recorrido: {—1, 1}
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Funciones reales

2x+1  x<-1
5. Dada la funcién f(x)=1x?+2 0=x<3.
—x+3 x>3
a) Indica el dominio correspondiente para cada una de las
funciones que intervienen.
b) Indica su dominio de definicion.
c) Haz su representacién grafica.
d) A la vista de su grafica, indica los puntos (o intervalos)
en los que la funcién no es continua.

a) (—%, —1), [0, 3) y (3, +=), respectivamente.
b) Dom = (—o, —1)U[0, 3)U(3, +»)
o)

Fig. 13.8.

e) Discontinua en el intervalo [—1, 0] y en el punto x=3.

-2 x<-2

6. Representa la funcion f(x)= 1 1 ;<2$:3<0
- <x<
2 x>3

¢Como se llaman estas funciones?

Fig. 13.9.

Se trata de una funcion escalonada.

7. Representa graficamente la funcion que da el coste de un
aparcamiento, dependiendo del tiempo aparcado, si el pre-
cio por hora o fraccion es de 1,20 €.

€
4,80 —o
3,60 *—o

2,40 *—o
1,20

8. Representa graficamente:
a) y=3-ENT[x];
c) y=ENT[0,5x]

b) y=ENT[2x];

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

NS

N__

w4

~—

v

o+

<+
x

Fig. 13.12.

El indice de audiencia (evaluado en una escala de 0 a 10)
de cierto programa de television de 30 minutos de dura-
cion se comporta de acuerdo con la funcién:
I(t)=At*+Bt+C, 0<t=<30, (A#0)
donde A, By C son constantes a determinar.

Sabiendo que a los 20 minutos de comenzar el programa
se alcanza el indice de audiencia 10 y que el programa se
inicia con un indice de audiencia 6, se pide:

a) Determina las constantes A, By C. Justifica la respuesta.
b) Representay comenta la funcion obtenida.

a) Se trata de una funcion cuadrética (parabédlica).
Se sabe que: I(20) = 10; I(0) = 6; y que a los 20 minutos se
da la maxima audiencia (luego en t =20 tiene el vértice la
parébola).
e 1(20) =10 = 400A+208+(=10
e J(0)=6= (=6
Como el vértice, que esta en t =20, es el punto medio de
dos puntos con la misma ordenada, para t =40, la ordena-
da volvera a valer 6, luego I(40) = 6:
Por I(40) = 6 = 1600A+40B+(=6
Asi pues:
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400A+20B+(C=10
(=6 = 400A+20B=4
1600A+40B+(C=6 1600A+40B=0
A:—L, B= g, C=6
100 5

Por tanto: I(t)=—0,01t?+0,4t+6.

b) La funcion es una parabola de eje vertical, con maximo
en el punto (20, 10). Su representacion grafica es el trozo
continuo de la parabola de la siguiente figura.

Su dominio es el intervalo [0, 30], en minutos.
Su recorrido, el intervalo [6, 10].

2
40 50 minutos
Fig. 13.13.

Tipo Il. Composicion de funciones. Funcién inversa

10.

11.

12.
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Dadas f(x)=2x—3 y g(x)= % halla:
a) f(g(0)): b) f(g(—2)):

) 9(f(5)): d) 9(f(-1))

a) g(0)=0= f(0)=-3= f(g(0))=—3

b) g(=2)=—2/5= f(-2/5)=—19/5 = f(g(~2))=—19/5
0 f6)=7=9(7)=7/5= g(f(5)) =7/5
d) f(-1)=-5=9(-5=-1=g(f(—1)=—

Para las mismas funciones determina f(g(x)) y g(f(x)).
flgt) =29 —3= 2 —3= 22

_fx) _ 23

ge)) =" ==

Dadas f(x)=x—3y g(x)=)%, halla:

a) f(g(x) y g(f(x))-
b) f(g(4)) v f(g(1)). Determina el domino de f(g(x)).
c) 9(f(3)) v 9(f(2)). Determina el dominio de g(f(x)).

2) flg) =g —3=—= —3 =
5 5 5
g(f(x))_f(x)-i-l S x—3+1 x—2
b fe@) 2o ==2 flg) ==
Dominio =R — {—1}
) 9(3)=35=5: 9(f2) 2—52_00 o esta definida.

Dominio = R — {2}

13.

14.

15.

Calcula la funcion inversa de f(x) =+/x?+1. Comprueba que
fFH(@)=f(f(4)) =4

Si g(x) es la inversa de f(x), debe cumplirse que f(g(x))=x =

g(x)*+1=x.
=g(x)=x*—

Elevando al cuadrado y despejando, f(
Efectivamente:

FFH(4)) =y (V42 —1)"+1=[15+1=4;
y alrevés, f(F1(4)) =1 (v 42+1)°—1=+/17-1=4

Halla la inversa de las funciones.
a) f(x)=x-3; b) g(x)=—+

¢) h(x)=x'— d) i(x)= )%

a) fF'x)=f1'(x)—3=x = fi(x)=x+3
b) g(g7'(x))=
) h(h=*(x))=

2i7'(x)

) 070~

X
= i 0=52
—X

pp )+1—x = 5=xg }(x)tx = g‘l(x):?
(h~

1(x))*+3=x = h1(x)=/x+3

=x = 21 {(X)=xi"'(x) tx =

Para las funciones anteriores, halla:

a) f1(5); b)g(2): o h(1);

) £ 1(5) -
) g(2) ="

4)i-(=3)

Q) hi(1)=y1+3=2

Tipo Ill. Graficas de funciones. Transformaciones
graficas

16.

A partir de la grafica de la funcion f(x)=x—2, representa
las siguientes funciones asociadas a ella:

) =f) b (=) QM| d) fe-a);
Damos valores en la siguiente tabla:

X f)=x-2 —f(x) f(-x) [f| f(x—4)

=il =3 3 =il 3 =7/

0 -2 2 -2 2 -6

1 -1 1 -3 1 -5

2 0 —4 0 —4

3 -1 -5 1 -3

4 —2 —6 2 -2

Sus graficas se indican a continuacion.



17.

18.

19.

Funciones reales

Fig. 13.14. Fig. 13.15.

Representa graficamente la recta y=x+1 y la parabola
y=x—5x+4.

a) Determina analiticamente sus puntos de corte.

b) Da una recta que no corte a la parabola. Justificalo.

=x+1

a) Se resuelve el sistema: {j/=x2—5x+4 =

X—6x+3=0 = x=3++/6
b) y=-3

Fig. 13.16.

Halla graficamente los puntos de corte de las graficas de las
funciones y=x?+2x e y=—x2+4. Comprueba que las coor-
denadas de los puntos hallados verifican ambas ecuaciones.

Dando valores se obtienen las graficas:

—31

Fig. 13.17.

Se cortan en los puntos (—2, 0) y (1, 3)
La comprobacion es inmediata.

X si—-3=<x<0

0 sio<x=<1
Dada la funcién: f(x)=¢—1 sil<x<2

-2 si2<x=<3

0 six<—-30x>3

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

a) Represéntala graficamente.
b) ¢En qué puntos no es continua?
c) Haz la grafica de |f(x)|.

a) La representacion gréfica se da en la figura siguiente.

<

Fig. 13.18.

b) Como puede verse por la figura, la funcién no es conti-
nuaenx=—3,x=1,x=2yx=3; en los demas puntos es

continua.
¢) La grafica de | f()|

3 y
2 o—e
! o—e

~5-4-3-2-1

Fig. 13.19.

—2x six<0
20. Representa la funcién f(x)=12x+1 si0<x<0,5
—x*+1 six>0,5
A partir de su grafica indica:
a) ¢En qué puntos es discontinua?
b) ¢Cuando es creciente y cuando decreciente?

Su gréfica es la siguiente:

Fig. 13.20.

a) Es discontinuaenx=0yenx=0,5.
b) Crece en el intervalo (0, 0,5).
Decrece en los intervalos (—, 0) y (0,5, +).

21. Dada f(x)=x?+2x, halla la expresién de:

a) f(x)—2;

b) f(x/2);
<) |f(x)

; d) f(x—3)
a) flx)—2=x+2x—2
b) f(x/2):(x/2)2+2(x/2):% tx
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c) Como x?+2x=x(x+2)=0 para x=—2y x=0, y toma valo-
res negativos para —2<x<0, se tiene que
—2x, si—2<x<0

_XZ
|f(X) |:{ X2+2x,

d) flx—3)=(x—3)"+2(x—3)=x2—4x+3

Representa graficamente las funciones:

a) f(x)=2+x b) f(x)—|2+x|

¢) f(x)=2+x]

Da la expresion de las dos dltimas mediante una funcion
definida a trozos.

3_7 3_7
2 2

Fig. 13.21.

—Xx—2
x+2

2—x x<0
f(x)=2+|x|= 2+x x=0

Representa graficamente las funciones:
a) f(x)=1-x; b) f(x)=1
0 fl)=1-|x
Da la expresion de las dos dltimas mediante una funcion
definida a trozos.

x<-2
x=-2

forle=]

3__y 34

21 21

<

|
T
3 X

t
3 X

Fig. 13.22.

x<1
fe)=|1-x| = 1-x x=1

six<—20x=0 24.

25.

1+x x<0
:1_|X|: 1-x x=0

Representa graficamente la funcion f(x)=|x2—3x|. Da su
expresion mediante una funcién definida a trozos.

X f(x)= |x2— 3x|

-1 4
0 0
1 2
2 2
3 0
4 4
3__y
1\
f —t——
-1 12 3 41X
Fig. 13.23.

Representa graficamente las funciones:

b) f(x)=
¢) f(x)=(x—3)x|

Da la expresion de cada una de ellas mediante una funcion
definida a trozos.

3--y 3__y
2+ 24
1+ 14
—t+— —+— —t+— —+—Y
—3-2-4A4] 1 2 3% -3-2-1/l 1 2 3%
—21 791
—34 3.1
34
2L
14
—————
—3—-2—-1 1 2 /3%
31
Fig. 13.24
| | —x2 x<0
X)=x|x| =
f¥) XX x=0
| 3| —x2+3x x<3
X|x—
X2—3x x=3
—x>+3x x<0
X)=(x—3)|x
) )l | {XZ—BX x=0



Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro
Funciones reales

Tipo IV. Aplicaciones de las funciones 29. Halla, en funcién de su lado x, la funcién que da la super-
para resolver problemas ficie de un tridangulo equilatero.
26. Un pequeio supermercado utiliza una furgoneta para lle- Sea el triangulo de la figura.

var a domicilio las compras de sus clientes. El precio de la
furgoneta fue de 25000 €. Se estima, ademas, que el coste

de uso y mantenimiento es de 0,20 € por km. Determina: X
a) La funcién del coste total dependiendo de los kilome-
tros recorridos. X
b) ¢A cuanto habra salido el kilémetro si la furgoneta re- .
sulta inservible cuando ha recorrido 350000 km? Fig. 13.27.
- xh
a) Si x son los km recorridos, la funcion de coste sera Su superficie vale: 5=?-
f(x)=25000+0,20x
b) Tras recorrer 350000 km los costes han sido de » 2 x3
£(350000)=25000+0,20-350000 = 95000 €. Por Pitagoras: h= xz—z e
. 95000
Siendo el coste por km de =0,27 €. \/‘
350000 Ky X3 5
2y/3
27. Expresa la superficie de un rectangulo de perimetro Por tanto: 5(x)=—22=XT

100 m en funcién de su base x. Representa graficamente la
funcion obtenida. Utilizala para hallar las dimensiones del

. a2 )
rectingulo de maxima superficie. 30. Considera la curva y=12—x2 Si P es un punto de esa cur

va, situado en el primer cuadrante, determina la expresién

P=2x+2y=100 =y = 50 — x de la funcion que da el area del rectangulo determinado
S=x(50 — x) = S(x)=—x2+50x por los dos ejes y las rectas paralelas a los ejes que pasan
por P.

Es la parabola siguiente:

s0oL)  Maximo Un punto P, genérico, de la curva y=12—x2, es
P=(x,y)=(x, 12 —x%

El rectangulo que se determina con los ejes es el sombreado
en la figura adjunta.

Su superficie es: S=xy=x(12 —x%) = 12x — X

400+

200+

20 40
Fig. 13.25.

El maximo se da en el vértice, para x=25.

28. Halla, en funcion de su base x, la superficie de un triangu-
lo rectangulo de hipotenusa 5 cm. A partir de esa formula,
determina la superficie del que tiene base 2 y 3.

N <
~

/
o+
>

. .l Fig. 13.28.
Si el tridngulo es g

5 31. El coste de instalacion de una empresa es de 50000 €. La

y produccion de cada unidad le supone un coste adicional de
20 €. Halla:
X a) El coste de fabricacién de 100, de 1000, de x unidades

. b) El coste por unidad en cada uno de los supuestos ante-
Fig. 13.26. riores.
su superficie ser: S:ﬂ ) ¢A qué tiende el costo unitario cuando se fabrican mu-

’ ’ chas unidades de producto?
Por Pitagoras: x2+y?=25 = y=4/25—x2 L
X\/ﬂ a) Costes de 'fabr1cac1on:
Sustituyendo, se obtiene la funcion S(x)= Y, De 100 unidades:
o 50000 + 20 - 100 = 52000 €

Para x=2, §(2)= Zzz#z\/i De 1000 unidades:

50000+ 20-1000=70000 €

34/25—9 De x unidades:

Para x=3, S(B)ZT_6 C(x) = 50000 + 20x
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b) El coste por unidad se obtiene dividiendo el coste total de
fabricacion entre el nimero de unidades.

Para 100 unidades: 52000

=520 €

Para 1000 unidades: 70000 =
1000

70 €

50000+20x 50000 n
X X

Para x unidades: 20 €

) Veamos que ocurre al aumentar la produccién:
10000 unidades = coste unitario: 5+ 20 =25 €.
100000 unidades = coste unitario: 0,5+ 20=20,5 €.
1000000 unidades = coste unitario: 0,05+ 20 = 20,05 €
El coste unitario tiende a 20 €. Es decir, la recta y=20 es
una asintota de la funcion de coste unitario.

50000

Observa que el coste unitario, c(x)= +20, disminu-

ye cuando el denominador x aumenta, acercandose cada vez
mas a 20.
En consecuencia, la representacién gréfica de c(x) es:

c(x)
120
100

80+
60+
40+
20

| | X

1
2000 4000 6000
Fig. 13.29.
En la figura , la ordenada de la curva indica el coste unitario, mientras
que el drea del rectdngulo coloreado expresa el coste de fabricacion
para x unidades. (En la figura se ha concretado para x = 3000).

El fabricante anterior vende cada unidad producida a 50 €.
Halla cuantas unidades debe producir y vender para:

a) Igualar gastos.

b) Ganar 10000 €.

a) El coste de fabricacion por unidad deberia ser de 50 €.
Es decir,

50000 +20=50 = 50000 + 20x = 50x=30x =50000 =
X
= x= 50000 =1666,7 unidades.

b) La funcién que indica los costes de produccién de x unida-
des es ((x) = 50000 + 20x, mientras que los ingresos por x
unidades vendidas seran I(x) =50x
Para ganar 10000 €,

I(x) = ((x) + 10000 = 50x = 50000 + 20x + 10000 =
= 30x=60000 = x=2000
Habria que producir y vender 2000 unidades.

La relacion entre la temperatura del aire T (en °F) y la
altitud h (en metros sobre el nivel del mar) es lineal para
0 < h < 20000. Si la temperatura a nivel del mar es de
60° Fy por cada 5000 m de altitud que se sube, la tempe-
ratura del aire baja 18° F, se pide:

34.

35.

a) Expresa T en funcion de h.

b) Calcula de forma razonada la temperatura del aire a una
altitud de 15000 m.

c) Calcula de forma razonada la altitud a la que la tempe-
ratura es 0° F.

a) La funcién sera de la forma: T(h)=ah+b
Al nivel del marh=0y T7=60 = T(0)=0+b=60 =
= b=60
A5000m, T=60—18=42 = 5000a+b=42 =

= 5000a + 60 =42 :>(:1:—i

5000
Por tanto, la funcion buscada es: T(h) =—ih+60
5000

b) Para = 15000 = T(15000) = ——o— -15000+60=6° F
5000
Q) Si T(h) = 0°F = 0=——5_ .h160 = h=16666,7 m
5000

La factura bimensual de una compaiiia telefénica consta

de una cantidad fija (las cuotas de abono) por un importe

de 30,60 €, mas el consumo, con un precio por minuto de

0,12 €.

a) ¢Cuanto debe pagar una familia que consumié en dos
meses 215 minutos?

b) Halla la expresion que dé el importe total de la factura
en funcién de los minutos consumidos.

c) Si a esa suma hay que cargarle el 16 % de IVA, ;cual es
la funcion que da el importe total (IVA incluido) de la
factura dependiendo de los minutos consumidos.

a) 30,60 +215-0,12 =56,4

b) f(x)=30,60+0,12x

c) La factura total F(x) ascendera a
F(x)=1,16f(x)=35,496+0,1392x

Una agencia de viajes organiza un crucero por el Medi-

terraneo. El precio del viaje es de 1000 euros si redne

entre 30 y 60 pasajeros; para menor nimero, el crucero se

suspende. Pero, si supera los 60, hace una rebaja de 10 €

a cada participante por cada nuevo pasajero.

a) Halla la funcién que da el precio del crucero dependien-
do del nimero de viajeros. Represéntala graficamente.

b) Calcula la funcién que da el ingreso total que obtiene
la agencia organizadora en funcion del ndmero de via-
jeros. Represéntala graficamente.

c) Critica los resultados hallados.

a) Sean: x=n(mero de participantes y p(x)=precio del
crucero.
o El precio es de 100000 si 30 < x < 60.
e A partir de 60, por cada nuevo participante, descuentan

10 €; es decir, el descuento es de 10 (x — 60) si x> 60.

Entonces,
si x> 60, p(x) =1000 — 10(x — 60) = 1600 — 10x.
(Observa que: si x=161, p(61) =990 €; si x=65, p(65) =
=950 €).

1000, si30<x<60

En definitiva, p(x)= { 1600—10x six > 60

Su grafica es la siguiente:
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Precio por pasajero (€) Graficamente, se observa este resultado en la Fig. 7.32.

1000
800+
600 20000

400+
2001 10000

Region de
beneficio
positivo

1

T T
60 120 160 !
N° de pasajeros 2 4 6 8

Fig. 13.30. Fig. 13.32.

b) Elingreso total, I(x), se obtiene multiplicando el precio del
crucero por el ndmero de viajeros. Esto es, I(x) = x- p(x); 37. Se desea cercar con cuerda dos parcelas rectangulares

adyacentes (consecutivas) e iguales que encierren entre

1000x, 5130 <x =60 las dos un area de 1.000 m2.

luego ((x) :{ 1600x—10x? six > 60

Su representacion grafica viene dada en la figura:

Ingresos totales (€) y
600000 + 4
500000 + X
400000 - Fig. 13.33.
300000 +
200000 + T
a) Si x indica el ancho de las parcelas, encuentra la fun-
100000 + .z . .
. cién que da la longitud L(x) de cuerda necesaria para
60 120 160 cercarlas.
N° de pasajeros b) Representa L(x), y a partir de esa grafica determina,
Fig. 13.31. aproximadamente, el minimo necesario de cuerda para
cercar las dos parcelas. (Puede convenirte hacer una
c) Parece obvio que la agencia de viajes deberia haber fi- ampliacion de la grafica desde x =15 hasta x = 25).
jado un tope para las rebajas, ya que, de lo contrario, si .
el nimero de participantes aumentase mucho, el viaje se a) Area .total= 1000 = 2xy .
abarataria demasiado, pudiéndoles salir gratis (o incluso Longitud de la cuerda necesaria: L(x) = 4x+ 3y
negativo). En la figura anterior se observa como los ingre- 1000 = 2xy ﬁy:@
sos disminuyen a partir de x=280, que es el vértice de la a 500
parabola. Por tanto, L(x) =4x+3 (TJ — 4x+ 1290
X
36. Los ingresos y los costes, en euros, de una empresa vie- b)
nen dados por las funciones [(x)=50000x—4000x? y
C(x)=100000+5000x, donde x son miles unidades produ- x L(x)
cHiles y vendidas; esto es, x = 1, significa 1000 unidades. 1 1504
alla:
a) Los puntos de equilibrio: en donde la empresa ni gana 5 320
ni pierde. 15 160
b) La funcién que da el beneficio y la region donde ese
beneficio es positivo. 20 155
25 160
a) El equilibrio se da cuando I(x) = ((x):
50 000x— 4 000x*=100 000x+5000x = 4x>—45x+100=0 B
Las soluciones de esta ecuacion son, aproximadamente,
x=3,05yx=28,2. 0 sea, la empresa ni gana ni pierde cuan-
do produce y vende 3050 unidades u 8 200 unidades. 600"
b) La funcion que da el beneficio vendra dada por la diferen- 500+
cia entre ingresos y costes. Esto es: 400+
B(x) = I(x) — C(x) = B(x)=—4000x2+45000x—100000 300
Esta funcién es una parébola. Todos los puntos de B(x) 200+
por encima del eje 0X corresponden a beneficios positivos. 100+
Como corta a dicho eje en x=3,05 y x=28,2, una produc- —
cion entre esos valores (de 3050 a 8200 unidades) da be- 4 8 120
neficios positivos. Fig. 13.34.
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Se puede observar en la gréfica que el minimo de L(x) se da
cuando esta préximo a 19, siendo necesarios unos 150 m
de cuerda. No hay maximo.

Nota: Resulta evidente que la solucion de este problema re-
quiere el auxilio del calculo diferencial, herramienta que to-
davia no conocen los alumnos. La solucién minima exacta se

da en x=+/375=19,4

Nuestro objetivo —que sepan leer una grafica- se cumple so-
bradamente; de cualquier manera, no estaria de mas sugerir
la necesidad de una herramienta mas potente (el calculo dife-
rencial) para resolver este tipo de problemas.

Se quiere construir una caja partiendo de un trozo de car-

tulina rectangular de 24 por 32 cm, recortando un cuadra-

dito en cada esquina y doblando.

a) Determina la funcion que da el volumen de la caja de-
pendiendo del lado del cuadrado cortado.

b) ;Qué volumen tendra la caja cuando cortamos O, 5,
10 cm?

) Haz una tabla de valores y representa la funcién. A
partir de su grafica determina su dominio, recorrido y
maximo.

Cortamos un cuadrado de x cm de lado.

a) V(x)=(32—2x)-(24—2x)-x

b) V(0)=0; V(5) =1540; V/(10) = 480

9]
X 0 2 4 5 6 8 10 12
V(x) 0 1120 1536 1540 1440 1024 480 0

16004 ..
1400
1200
1000
8004
600
4004

200+

V(x) = (32 —x)\ (24 — x) - x

Volumen (cm3)

1t
12 3 456 7 8 910111213
(]

Fig. 13.35.

Dominio: [0, 12];
Imagen: =[0, 1550];
Maximo: =1550

39. Un tratamiento médico para pacientes con problemas res-

108

piratorios consiste en la administracion de oxigeno. El oxi-

geno se presenta en ampollas a presién, con un volumen de

15 cc cada una. Sabiendo que para cualquier temperatura,

la presion por el volumen es constante, PV =k, se pide:

a) ¢Cual es la presion del oxigeno en la ampolla a 20 °C si
a esa temperatura la constante k para el oxigeno vale
600?

b) Representa graficamente la funcién V = 600/P.

a) Se cumple que PV=600 = 15P =600 = P=40
b) Dando valores

P 10 20 30 40 50
V 60 30 20 15 12

Se obtiene la grafica:

Vv
80

60
40
20

20 40 60 80100P
Fig. 13.36.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 10 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas.

1. ;:Define f(x)=17—5x una funcion? ;Qué valor le asocia a
x=6?

Si, pues la operacién que se indica tiene resultados dnicos
para cada valor de x. f(6) = —13.

2. Indica, justificandolo, si la siguiente tabla determina una
funcion.

x 1 3 5 6 -13
Yy 2 4 4 1 0 2

No, pues a 3 le asocia dos valores.

3. Dael dominioy el recorrido de la funcién

-2 12

Fig. 13.37.
Dominio = [—2, 3). Recorrido = [0, 3]

4. Para la funcién anterior, di cuanto vale halla f(—2), f(0),

fQ1), £(2) y £(3).
f(—2) =0; f(0) =3; f(1) = 2; f(2) = 0; f(3) no esta definido.
5. Dibuja una funcién periédica de periodo 5 a partir d la
anterior. ;Cudnto valdrian f(5) y f(7)?
2

1

—2-1 12 3 45 6 7

Fig. 13.38.
f(5)=3:f(7)=0
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x2—1 x <3 9. Una parcela rectangular tiene 100 m de perimetro.

halla f(~2), f(~1),

6. Dada la funcion j‘(x)={0 5x—2 x=0'

f(0) y f(2). Represéntala graficamente. ;Es continua en

x=0? Y
3 X
2 Fig. 13.40.
1
1 1 1 1 I/ - - . 0
i a4 b x ¢Cuanto vale su area si x=10?; ;y si x=15?

¢Qué expresion da su area dependiendo del valor de x?

. e Six=10,y=40 = S=10-40=400
Fig. 13.39. e Six=15y=35=5=525
No es continua en x=0. e x+y=50=y=50—x= S=xy=x(50—x)
10. ¢Cuanto vale la diagonal de ese rectangulo si x=10? ;Qué
expresion da la longitud de la diagonal, dependiendo del
valor de x?

7. Calcula m para que los tres pares de nliimeros pertenezcan
a la misma funcion lineal.

x 1 3 5
y 08 m 29 o Six=10, y=40 = d=+/102+40°=10+/17

o x+ty=50=y=50—x= d=\/x2+y2=\/)(2—1—(50—x)2

m=(0,8+2,9)/2=1,85
8. Dadas f(x)=x2y g(x)=ﬁ, halla f(g(2)) v 9(f(—1))-

flg(2))=1(1/3) =1/9; g(f(—1)) =g(1) = 1/2.
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Actividades

1.

Representa, con ayuda de la calculadora, las funciones

f(x)=1,8y h(x)=0,3~

Tabla de valores:
01 2 3 =il —2 =3
1 1,8 3,24 583 056 0,31 0,17

1 03 0,09 0027 3,33 11,11 37,04

h(x) = 0,3% AN

. Pt
—4-3-2-1] 1 2 3 4%

Fig. 14.1.

Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 125=x? b) x*=64
c) 3»*=531441 d) log;200=x
e) log,1024=10 f) log,3x=5

a) 122=x* & 12°?=x.
Con la calculadora: 12 [¥] 2,5 [=] 498,8306

b) log x*=log 64 = 6 log x=1,806179974 =
= log x=0,3010299957 = x = antlog 0,3010299957 =
=x=2
En este caso, es conveniente observar que 64 =2° =
=S x=20=x=2

c) Aplicando logaritmos: log (3*)=log 531441 =

log 531441 -6
2log 3 '
(Podriamos observar que 531441=31).

d) log,200=x = 5x =200 = log 5*=log 200 =

lc’9—2(5)0:3,2920.

= 2x log 3 = log 531441 = x=

= xlog 5=log 200 = x=

¢) log, 1024=10 = x¥=1024 = x=1024=2
f) log, 3x=5 = 3x=2°= 3x=32 = x=132/3

Resuelve las siguientes ecuaciones de tipo exponencial.
a) 4+2x3—-20=0;

b) 2x+42x+14+2x+3=88;

€) x?e*—2xe*=0

a) 4#+23—-20=0 = 2*+8-2*—20=0 =

—8+164+80 —8*12

= 2= = =2=>x=1
2 2

(La solucién —10 no vale.)

b) 2x42x+142:+3=88 = 2:+2:2+8:2*=88 = 11:2*=88 =
= 2=8=>x=3
€) xe¥—2xe=0 = xe*(x—2)=0=x=0,x=2

Calcula el valor de x en las siguientes ecuaciones:
a) 3log x—>5log 2=log %
b) log (x+1)—log (x—3)=5

a) 3log x—5log 2=log§ = log x¥*—log 2°=log % =

3 3
= lOQX— =1091 XX e 1ex=0>
25 2 25
= x(x*—16)=0 =>x=0,x=—4, x=4.
La (nica que vale es x = 4.
+1 x+1 300001

X
b) log 3 =5= 3 =100000 = x= 99999

Dibuja a partir de la funcién f(x)=cosx, las graficas de las
funciones:

a) f(x)=cosx—1

b) f(x)=cos(x—2)

=cos X
) f(x)=cos .

a) Se traslada una unidad hacia abajo.

Fig. 14.2.

b) Se traslada 2 unidades hacia la derecha.

Y2, o =cosx
1 ?3>\5'/6/7 o

(x) = cos (x + 2)

N

Fig. 14.3.

c) Su periodo es p = 4.

y f(x) = cos X
TR 3
2 T o T T T |‘.' - X

-2+ f(x) = cos (x/2)

Fig. 14.4.

Resuelve las ecuaciones trigonométricas:
a)1—2senx=3

b) cos 2x=1/2

Representa graficamente las funciones f(x)=2senx y
g(x)=cos2x y da una interpretacion grafica de las solu-
ciones halladas.

a) 1—2senx=3 = senx=—1=x=arcsen (—1) =

= X:3TTF+2/<1T



b) cos2x=1/2 = 2x=§+2kw 02x=5?w+2k7r =

= x=%+k’n' 0 Xx= 5%+k1‘r

Graficamente:

a) y
2I"‘T/ZI | 1 1 I31T/I2 1 1 1 1 1 X
..... 1o 2.3Mt5% 7. 8. 0.1t
Fig. 14.5

b) JJr/6 576
N 7T\ I o\ N\
—§j1__ {I 3 X; 6 7(1;7 9 108
Fig. 14.6.

Problemas propuestos

Tipo I. Las funciones exponencial y logaritmica

1.

Calcula, aplicando la definiciéon de logaritmo, el valor de:

a) log, 81 b) log,~/128
c) log,,ll6 d) 1095\4/125

a) log, 81=x=9=81=x=2

b) log,/128 =x= 2*=+/128 :>2X=27/2:>x:%

1 1
() log, —=x=>=—= =472 x=-2
16 16

d) log, V125 =x = 5*=+/125 = 5*=5% :>x=%

Sabiendo que log 2 =0,3010, halla (sin calculadora) el va-
lor de:
a) log 20 b) log 200 c) log 0,0002
a) log 20=log (2-10) =log 2 + log10=10,3010 + 1=1,3010
b) log 200 =log (2-10?) =log 2 + log 10°=10,3010+2 =
=2,3010
¢) log 0,0002=1log (210" “)=log 2 +log 107 4=
=0,3010 —4=—3,699

Sabiendo que log 3 =0,4771, halla (sin calculadora) el va-
lor de:
c) log (1/9);

a) log 0,3;

a) log 0,3=log (3:107*)=log3+log 10 '=
=0,4771—1=-0,5229

b) log 30000=log (3-10%)=log 3 + log 10*=
=0,4771+4=4,4771

) log (1/9) =log 372= —2log 3= —2-0,4771= —0,9542

b) log 30000;

A partir de los valores de logaritmo de 2 y de 3, halla:
a) log 6 b) log 75 c) log(0,36)

a) log6=1log (2-3)=log 2+ log3=0,3010+0,4771=0,7781
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b) log 75=log (3-5%) =log 3+ 2log 5=
=0,4771+ 2log(10/2) =
=0,4771+ 2(log 10 — log 2) =
=0,4771+2(1—-0,3010) = 1,8751
c) log 0,36 =log (36/100) = log 62— log 10°=2log 6 —2 =
2:0,7781—2=—0,4438

Utilizando la formula del cambio de base, halla:

a) log, 100
b) log, 500
c) log, 320000
2) log, 100= 2310 g 6439
log 2
b) log, 500 = l0g 500 _ 5 g614
log 5
0 log, 320000 = 24320000 ¢ g5
log 5

Con ayuda de la calculadora, representa graficamente las
funciones.

a) f(x)=1,1~

b) y=(0,8)"

Fig. 14.7.

Con ayuda de la calculadora, representa graficamente la
funcion exponencial f(x)=e*-1.

Tabla de valores:

X f(x) =82x—1
-2 e =0,0067...
-1 e3=0,0497...
0 e1=0,3678...
e=2,7182...
2 e*=20,0855...
12 e=1

Se obtiene la grafica

y
4
34
2
14

-3-2-1 |

Fig. 14.8.

Con ayuda de la calculadora, representa graficamente la
funcion logaritmica f(x)=log (x2+1).
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Tabla de valores: Tipo Il. Ecuaciones y sistemas (exponenciales
y logaritmicos)
_ 2
X f(x)=log (x*+1) 12. Resuelve las siguientes ecuaciones:
-3 log 10=1 a) x=15,211 b) x=1,0011°
-2 log 5=0,6990 <) 0;5=52* d) 33=’§2'5
X — X+ 2 —
21 log2=0,3010 f) 52=625 e) 5+2=15625
0 log1=0 a) x=15,2"1=19,954
1 log 2=10,3010 b) x=1,001"°= 1,105
2 log 5=0,6990 ¢) 0,5=5*=log 0,5=2x-log 5= x=—0,215
3 log10=1 d) 3=x5 = x= %3 =1,552
e) 5% =625 = 5¥=5= x=2
Se obtiene la figura f) 5%72=15625 = log 5**?= log 15625 =
log 15625
, = (3x+2) l095=logl5625:3x+2:ﬁ:
09
2 = x=4/3.
1
—t—— —t———1 13. Resuelve las siguientes ecuaciones:
—5—4—3—2—1J( 123 4 5% 80
a) 41-3x=9x—2 b) 3x_3—x=?
Fig. 14.9. C) 3x—3x-14.3x-2=21 d) 9x—8-3*+1—-81=0
. L L . e) 4~—50-2=9984 f) 25*—100-5*=3 125
9. Halla el dominio de definicion de las siguientes funciones:
a) f(X)=10"_2; ) 4 =22 (22)1*3X:2x—2 s D2—6x—px—2
b) f(X)=103/£2)7 Como las bases son iguales, también deben serlo sus
) f(x)=10 exponentes:
2—6x=x—2=Tx=4=x=4/7
a) Dom f( ) R 80 80-3*
b) Dom g(x) =R — {2} b) 3¥—37=— = 3%-1= =
¢) Dom h(x) = [2, =) 2
= 9-3%—-80-3—9=0=
10. Halla el dominio de definicion de las siguientes funciones: L3 80+\6400+81-4 8082 :{1/9
a) y=log (x+3) 18 18 9 7
b) y=log (x*+3
)y Sl(1 ) Siz=tox= 2.
) y= X
og (x+3) Si3=9 = x=2.
a) Dom f(x) = (=3, =) ) 3— 3“+3X?—21:>3X—3;+§—_21:>

b) Dom g(x) =R

c) h(x) esta definida siempre que x+3>0, es decir, para
xX>-—3.
Ademaés se tiene que cumplir que log (x+3) #0 &
Sx+3+F1 o x+ 2
Por tanto, Dom h(x) = (—3, «) — {—2} €)

=9:3¥—3:3¥+3*=189 =7-3*=189 = 3*=27 = x=3
d) 9—8-31-81=0 = (3*)'—24-3*—81=0 =
= (3=t), 2—-24t—-81=0=t=27yt=—-2=3=27=
=x=3.
4*—50-2*=9984 & 2%—50-2*=9984 &
2%—50-2—9984=0
Haciendo 2*=t, se tiene: t2—50t—9984=0, cuyas solucio-
nessont=128y t= —78.
Si t=128 = 2*=128 = x=17 (basta observar que 128 =27)
Sit=—78 = 2*=—78, que no puede ser.
25*—100-5*=3125 = 5> —100-5*—3125=0.
Haciendo t=5* se tiene que t?—100t—3125=0, cuyas
soluciones son: t=125y t = —25.
Sit=125 = 5=125=5*=x=3
Si t=—25 = 5*= —25, que no puede ser.

11. Sea la funcion f(x) =log(—x*+x+2). Indica su dominio de
definicién y los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

La funcion esta definida cuando —x*+x+2>0 = )
= —1<x<2.

Por tanto, Dom f(x) =intervalo (-1, 2).

Corte con el eje 0Y. Si x=0 = f(0) = log 2 =10,3010.

Punto (0; 0,3010).

Corte con el eje 0X. Si f(x) =0 = log(—x*+x+2)=0=

b2 =1 sy 1N 14. Resuelve:
a) ex—2=1 b) e~ 10x=
c¢) (x*—2x+1)e*=0 d) 1+2e=2
1—/5 1445 ) ( ) )
Puntos: , 0 . 0
2 2 a) e¥=1=>2x—2=0=>x=1
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b) e =4 = In (e *)=Iln4 = —10x lne=ln4 = 18. Resuelve los sistemas:
:1,38629:_0 138629 2log x—3log y=7 log x*—log y*=log 24
- log x?+2log y=2 log x—log y=Llog 5

€) (x¥*—2x+1)e=0 = x2—2x+1=0 = x=1.
d) 1+2e=2 = 2¢*=1 = e=1/2 = In ()=l (0,5) = _ _ _ _
xln e=1n 05 = x = —0,6931. {Zlog x—3log y=7 {Zlog x—3log y=7

=3
log x*+2log y=2 2log x+2log y=2

15. Halla el valor de x en las siguientes ecuaciones: Restando (F1— E2): —5log y=5 = log y=—1 = y=1/10
a) log; x=3 b) log;x=2,5 Sustituyendo en F1: 2log x+3=7 = 2log x=4 =
c) log,3x=-0,2 d) logx=—4 log x=2 = x=100
€ lnx=32 ) log,s 4=x log x*—log y?=log 24 3log x—2log y=log 24
a) x=6°=216 log x—log y=log 5 log x—log y=log 5
b) X:52'5: 55,9 24
) 3x=7"°2 = x=0,226 Operando (E1 — 3£2):logy = log 24 — 3log 5= log y=log—3
d) x=10"=0,0001 N >
e) x=e**=24,53 Y= 125
f) 166=4=2v=2 = 4x=2=x=1/2 Sustituyendo en £2: log x=log 5+ log y =

16. Resuelve las ecuaciones: log x=log 5.& = X:ﬁ
a) log, 140=x 125 25

b) log, 100=-2
c) log, 8x=7 19. Resuelve los siguientes sistemas:
d) 4log, (8x+1)=16 log x+log v3=5

2) { g x+log y

a) log, 140=x < 140=6* = log 140=xlog 6 = log x*—log y=3

log 140
—99 %0 _; 7580 <{log 125*—log 25=2log 5

log 6
(Notese que ésta es la formula del cambio de base.) log 4—log 64'=log 8

b) log, 100=—-2 < 100=x"? = 100=i
1 1 X log x+log y2=5 log x+3log y=5

= =—— = x=— a) =
100 10 2log x—log y=3

c) log, 8x=7 = 8x=27=128 = x = 16.
d) 4 log, (2x+1)=16 = log, (2x+1)=4 = 2x+1=2"=
x=15/2 125

log

{log 125*—log 25/=2log 5 _ 25

log 4—log 64'=log 8

log x¥*—log y=3
(2E1—£2): 7logy =7 = y=10; x= 100

=log 52
17. Resuelve las ecuaciones:
a) 3+log(x+1000)=7
b) log (x+6)—2-log (x—3) =1
c) log (2x+2)—log (x—3)=1
d) log (3%2+7)=2log (3!+1)

=
4)(
log—=log 8
g o g

_109 5 32y — 2
a) 3+log (x+1000)=7 = log(x+1000) =4 = N log 5*"#=log 5 N
= x+1000=10000 = x=9000 , log 2 %=|og 23
b) log (x+6)—2-log (x—3)=1= —1092
_l’_
= log (x+6)—log (x—3)°=log 10 = log x+6 ;=log 10 3x—2y=2
(x=3) = x=3/7,y=—5/14
Xx+6 2x—6y=3
= > =10.
(x=3)

Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtiene x=4 Tipo Ill. Aplicaciones de exponenciales y logaritmos
y x=2,1. Solo vale x=4, pues si x=2,1 la ecuacién no

podria escribirse. 20. ;Durante cuanto tiempo debes mantener 10000 € en un ban-
2x+2 2x+2 o, a una tasa del 6,1 % anual, si quieres duplicar tu capital?

c) log (2x+2) —log (x=3)=1= log —3 1= x—3 =10 a) A interés compuesto anual.

—2x 4+ 2 =10x — 30 = 8x = 32 = x = 4. b) Si los intereses se abonan mensualmente.
d) log (3% 2+7)=2log (3 *+1) =

= log (32x—2+7):[09 (3x—1+1)2 = 32x—2+7:(3x—1+1)2 = a) (1,061)t= 2=t ln(1,061) =h2=t= 11,7 anos.

—y 32T =324 0.3 1] = =2-31 = b) (1+1,061/12)**=2 = 12t In(1+0,061/12) =ln 2 =

—1=1=>x=2. t=11,4 afos.
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21.

22.

23.

24.

25.
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Supongamos que un automévil deprecia su valor en un 15

% anual.

a) Si nuevo costé 24000 €, ;cuanto valdra a los 6 afos?

b) ;Cudntos afios deben pasar para que su valor sea infe-
rior a 5000 €?

a) P=24000(1 — 0,15)°=9051,59 €.
b) t=ndmero de aflos, P = 6000 €
6000 =24000(1 —0,15)* = 0,25 =10,85t =
£=1080:25 _ g o3 2fios
log 0,85
Admitamos que el sueldo de los funcionarios experimenta
una subida anual del 3,5 %, desde el afno 2000. Si un fun-
cionario ganaba 1600 euros mensuales a comienzos del
ano 2000, ;cuanto tardara en ganar el doble?

f(x) =sueldo de los funcionarios,  x=tiempo en afios
f(x)=1600(1 + 0,035)*, x=0 en 2000.

3200 =1600(1+0,035)* = 2 =1,035* = ln 2=n (1,035)" =
x= 20,15 afos.

Una poblacion de conejos aumenta anualmente en un

50%. Si en el momento inicial hay 100 conejos:

a) ¢Cuantos habra dentro de 8 afios?

b) ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que su nimero
sea de 30000?

a) f(x) =namero de conejos, x=tiempo en afios
f(x) =100(1 + 0,5)
£(8) =100- 1,58 = 2562,89 conejos

b) 30000=100-1,5*= 300=1,5*= n 300=1n (1,5)" =
x= 14,07 anos.

Debido a la presion ambiental, la poblacién de conejos con-
siderada en el problema anterior se ajusta mas bien a la
10000
1+199-e-05¢
a) ¢Cuantos habia en el momento inicial?; ;v al cabo de 8

anos?
b) ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que su nimero
sea de 30000?

funcion P(t)= t=0 en el momento inicial.

a) La poblacion inicial de conejos fue,

10000 10000
P(0)= = =50.
1+199-e7%5° 200
Al cabo de 8 afios,
10000 10000

habia P(0)= =
1+199-e7%°8 4,6448

b) La recta y=10000 es una asintota horizontal = la po-
blacién de conejos nunca puede sobrepasar los 10000
individuos.

~2153 conejos.

En 1987, la poblacién mundial era de unos 5000 millones
de habitantes. Si su crecimiento era de unos 80 millones
por aio, y suponiendo que la tasa de crecimiento permane-
ciese constante, ;cuanto tiempo tardaria en duplicarse?

La tasa de crecimiento es 820= 0,016

26.

27.

28.

29.

f(x) = poblacién mundial,
f(x) =5000(1 + 0,016)
10000=5000(1 +0,016)* = 2 =1,016* = x = 43,7 afios.

x =tiempo de aflos =

Un isotopo radiactivo decae un 9,5 % anualmente. ;Cual es
su vida media?

f(x) = cantidad de isétopo radiactivo,
f(x) = (1—0,095)*= (0,905)
0,5=0,905 = log 0,5 =xlog 0,905 = x= 6,94 afios.

x =tiempo en afos

Sabiendo que periodo de semidescomposicion (vida me-
dia) del radio 226 es de 1620 aiios, calcula la cantidad de
radio que quedara de una muestra de 12 gramos al cabo de
2000 anos.

La expresion de la funcion que determina la cantidad exis-
tente al cabo de t afios es de la forma ((t)=Ce*, siendo (,
la cantidad inicial.

Como su vida media es 1620 afos, transcurrido ese tiempo, de
los 12 g quedaran 6; esto es ((1620)=6.

Por tanto, 6=12e %1620 = 0,5=¢~162% (aplicando neperianos)
= [n 0,5=—-1620k = k=0,000428.

Luego, C(2000) = 12 g 00004282000 =5 7 gramos.

Como sabemos, la expresion C(t)=C,e* da la cantidad de
materia radiactiva de un determinado elemento al cabo de
t afos.

a) Comprueba que si V es la vida media de ese elemento,

1 tv
entonces C(t)=(, (E) .

b) Halla esa expresion para el caso del radio.

) ¢Qué cantidad de radio quedara de una muestra de 10 g
al cabo de 1500 aios?

a) Como su vida media es V afios,

) = % =, e = %: e =lnos5=lhe" =

=1n0,5=—klIl = k= _ln%'

In O,S)t

*[* m hos < 1 v
Por tanto, ((t) =(,-e =Ce "=G|=

b) La vida media del radio es de 1620 afios, por tanto:

1 t/1620
=G (5)

¢) C(1500) = 10(0,5)1%0%/1620 = 5,263 g

¢Al comenzar el aino 2001, el nimero de refugiados am-

parados por ACNUR (organismo de la ONU) era de 12,10

millones.

a) Durante el afio 2000 el nimero de refugiados aumen-
t0 un 4%. ;Cuantos refugiados habia a principios del
2000?

b) Durante el afio 2001 el nidmero de refugiados aumento
un 10 %. ¢Cuantos refugiados habia a finales de 2001?

c) Suponiendo que a partir del 2002 haya una disminucién
regular del 10 % anual, ;en qué aio llegara a haber me-
nos de un millon de refugiados?



a) Si a principios de 2000 habia x refugiados, y aumenta un
4%, se cumple que:
1,04-x=12,10 = x=11,635 millones

b) El aumento del 10% se obtiene multiplicando por 1,10.
A finales de 2001 habra: 1,10- 12,10 = 13,31 millones

¢) Disminuir anualmente un 10% equivale a multiplicar por
0,9. Con esto, la funcion que da el nimero de refugiados
en funcion del tiempo sera:
R(t)=13,31-(0,9)', t contada a partir de 2002
Si R(t) = 1 millon:

13,31:(0,9)'=1 = 0,9'=

= log 0,9=log =

13,31 13,31

M = t=24,57
log 0,9

Deben transcurrir 24,57 afos. Por tanto, habra un millén

de refugiados en el afio 2002 + 24,57 = 2026,57; esto es, a

mediados del 2026.

= tlog 0,9=—log 13,31 = t=

30. Hace cuatro aiios que se repoblé una zona con 100 ejem-
plares de una nueva especie de pinos. Actualmente hay
25000 ejemplares. Se estima que el ndimero N de pi-
nos viene dado en funcion del tiempo, t, por la funcién
N = AeBt, donde A y B son dos constantes. El tiempo t se
considera expresado en ainos desde el momento de la re-
poblacién. ;Cuanto tiempo se ha de esperar para que haya
200000 ejemplares?

Los puntos (0, 100) y (4, 25000) verifican la funcion N(t)=Ae®
N(0)=Ae°=100 = A =100
:ln 250

N(4)=100e*=25000 = B =1,3804

Por tanto, la funcién es N(t)=100e?3804

Para que N(t)=100e%%=200000 = t= log 2000

=5,5 afos.

’

Tipo IV. Funciones trigonométricas y aplicaciones

31. Halla el periodo de las siguientes funciones:
a) f(x)=é4sen x;
b) f(x)=4x+sen x;
¢) f(x)=4—sen x
¢En qué puntos cortan esas funciones al eje 0X?

a) p=2m; corta al eje en las soluciones de 4sen x=0, que
son los puntos x = kmr;

b) No es periddica. Corta al eje cuando x=0;

c) p=2m. No corta al eje 0X

32. Halla el periodo de las siguientes funciones:
a) f(x)=4+2cos x;
b) f(x)=cos %;

¢) f(x)=cos 2x
¢En qué puntos cortan esas funciones al eje 0X?

a) p=_2m; No corta al eje OX. X

b) p=4m; corta al eje en las soluciones de cos—=0, que son
los puntos x =7 + km; 2

c) p=; corta al eje en las soluciones de cos 2x=0, que son
los puntos x = /4 + k.

33.

34.

35.

36.
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Halla el periodo de las siguientes funciones:
a) f(x)=1—tg x;
b) f(x)=tg 2x;
0) f(x)=tg mx
¢En qué puntos cortan esas funciones al eje 0X?
a) p=r; corta al eje en las soluciones de 1 —tg x=0, que
son x = /4 + k.
b) p=/2. Las soluciones de tg 2x=0 son x=km/2; esos
son los puntos de corte.
c) p=1. Corta en x=k.
A partir de la grafica de y =sen x, dibuja la grafica de:
a) f(x)=2sen x;
b) f(x)=2—sen x;
¢) f(x)=sen (x—2)
3t T =2 msenx
2- f(x) = 2sen x
- 14 /o F(x) = sen x
@_‘ -~ __Z»’('f(x) =sen (x — 2)
2L
_3__
Fig. 14.10.
a) La funcién f(x) =2 sen x multiplica por 2 todos los valores
de seno de x.
b) La funcién f(x) =2 —sen x suma 2 a todos los valores de
—sen X.
c) la funcion f(x) =sen (x—2) es la trasladada 2 unidades a
la derecha de y =sen x
A partir de la grafica de y = cos x, dibuja la grafica de:
a) f(x)=-—2cos x;
b) f(x)=1+cos 2x;
¢) f(x)=cos (x—m)
v
3 f(x) = cos (x —m) f(x) =1+ cos 2x
f(x) = —2cos x
Fig. 14.11.
a) La funcién f(x)=—2 cos x multiplica por —2 todos los
valores de cos x.
b) La funcion f(x) =1+ cos 2x, que tiene periodo 1, suma 1
a todos los valores de cos 2x.
c) la funcioén f(x) =cos (x— ) es la trasladada  unidades a
la derecha de y = cos x. Coincide con —cos x.
A partir de las graficas de las funciones seno y coseno

dibuja la de estas funciones:
a) f(x)=sen?x b) g(x) =sen x+cos x
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En cada caso, determina el periodo. Utiliza la calculadora
para precisar algiin valor.

a) Como f(x)=sen%x=(sen x)°, para dibujar su grafica basta
con hallar el cuadrado de los valores de la funcién y=sen x.
Obviamente f(x)=sen?x siempre tomara valores positivos;
por tanto, su grafica estara por encima del eje 0X. Ademas
es periddica de periodo .

Vemos algunos valores:

X 0 1 /2 2 T 4
y=sen x 0 084 1 091 0  —076
f(x)=sem>x 0 071 1 08 0 057

Yy =senx + cos x
Fig. 14.12.
Periodo =

b) Representadas las funciones sen x y cos x, para obtener los
puntos de g(x)=sen x+cos x basta con sumar las ordena-
das respectivas.

Vemos algunos valores:

X 01 /2 2 m™ 4 2m
y=sen x 0 0,84 1 091 O —0,76 0
y=cos x 10540 —0,42 -1 —0,65 1

049 -1 1,41 1

g(x)=senx+cosx 1 1,38 1

1 2 31456 7
Yy = senx

Fig. 14.13.

Periodo = 2.

37. Supongamos que el nimero de linces en cierta region del

116

Canada se puede expresar por la funcion:
F(x)=40000+35000-sen(0,6x).
donde x es el tiempo en aios desde la fecha de partida.
El estudio de las fluctuaciones de su principal presa, la
liebre, también varia sinusoidalmente con el mismo pe-
riodo. Se observé, sin embargo, que las liebres alcanzaban
un maximo de 110000 individuos dos aios antes que los
linces alcanzaran el suyo, siendo el minimo estimado de
liebres de 10000.
a) Halla la funcion f(x) que describa el niimero de liebres.
b) Representa las funciones F(x) y f(x) e indica en el grafi-
co el momento en que ambas poblaciones son iguales.

38.

39.

a) Como f(x) tiene el mismo periodo que F(x) el coeficiente
de x sera el mismo en ambas funciones. Ademas la gréfica
de f(x) esta desplazada 2 unidades a la izquierda (la x se
transforma en x + 2), pues f(x) alcanza el maximo dos afios
antes que f(x). Luego
f(x)=A+Bsen [0,6(x+2)]

Como el méximo (110000) y el minimo (10000) de f(x) se

da cuando sen[0,6(x + 2)] vale +1y —1, respectivamente,

se tiene que:
110000=A+B

{10 000=A—B

De este modo, la funcién buscada es

f(x)=60000+50000 sen [0,6(x+2)]

b) Para representar estas funciones vamos a determinar
el periodo y los puntos donde alcanzan los maximos y

minimos.
Para F(x):

= A=60000, B=50000

periodo _2m ~10,5 afios
0,6
Maximo: sen(0,6x) =1 = 0,6x=m/2 = x=2,6. El maximo
vale 40000 + 35000 = 75000.

Minimo: sen(0,6x) = —1 = 0,6x =37/2 = x=7,9. El mini-
mo vale 40000 — 35000 = 5000.

Igualmente, el periodo de f(x) es 10,6 afios.

Su maximo y minimo se alcanza dos afios antes que F(x),
cuando x=0,6 y cuando x=5,9.

La representacion grafica es:

Miles

110 '“\

40 \ ::,... ""-.__‘

2,6 10,5 21

Liebres

\/ .' \/ :Linces

31,5 Tiempo (afios)

Fig. 14.14.

Resuelve con la calculadora la ecuacion 2cos mx=1,8. Da
la interpretacion grafica de las soluciones.

> y y = 2cos (mx)
A 7 /'\ /'\ /'y — 1 8
/ ke ) / -y = cos (mx)
| ~"‘| ;." | Tr |
IS IFE'RY = c0S X
i‘ézv 1 ‘ll 2 \3/ 4:\’5/ 6 \Z/
Y
0,1436 1,
Fig. 14.15.

El consumo de energia eléctrica de una familia , en
kilovatios hora (kWh), viene dado por la funcién

E(x)=600+450cos (21—: (x—l)} donde x indica los meses

del afio (enero=1).

a) ¢Cual es el consumo en enero, en julio, en octubre?
b) ¢En qué mes consume mas?; ;y en cual menos?

c) ¢Qué periodo tiene E(x)?

d) Haz un esbozo de su grafica.
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a) E(1)=1050 kWh E(7) =150 kWh  E(9) =600 kWh 6. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?:
o a) f(x)=2* es creciente siempre.
b) EL maximo se da cuando cos (— (x—1)) =l=x=1= b) g(x)=0,5* es decreciente siempre.
12 ¢) h(x)=3* puede tomar valores negativos.
x=1: en enero. om
El minimo, cuando cos (E(X_l)) =—1 = x=7: en julio ¢) h(x)=3* nunca toma valores negativos.
c) Periodo: ;—Tr=12 7. Indica las igualdades que son verdaderas:
£ a) log(A—B) =log A—log B
12
b) log A =log A
log B B
= c) log A—log B=lo A
S ] g 5=log B
2 d) n-log A=log A"
2 e) (log A)"=n - log A"
S f) 3+ log A=1log(3000A)
1 M
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 Meses o) log A—log B=log A
Fig. 14.16. B

d) n-log A=log A"
10 cuestiones basicas 8. Una colonia de 2500 murciélagos aumenta su ndmero
anualmente un 12%. ;Cuantos murciélagos habra al cabo

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi- -
de 6 aios?

nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco
mas- 4934=2500 - (1,12)°

: — b— .
1. Sabiendo que log,x=b < a’=x, halla: 9. Dibuja en el intervalo [0, 2] las funciones seno y coseno.

a) log,81 b) log,a? c) lnes
Miles
a) log, 81 =4 110 1 Liebres
b) log,a>=3 \ /
) Inet=6 A A A A
2. Halla con la calculadora: “0 .~'. "'-. .:. ] .-"'I'inces
a) log 327 b) antlog 4,28 \/ \] \'/ \’/

2,6 10,5 21 31,5 Tiempo (afios)
a) log 327 =2,5145

Fig. 14.17.
b) antlog 4,28 = 19054,6 9. 14.17

10. Empareja las funciones f(x)=2+senx; g(x)=sen 2x;

3. Resuelve: h(x)=sen(x+2) las graficas que siguen:

a) 3=81 b) 37-1=27

a) 3¥=81=x=4
b) 3¥1=27 = x=*2 /\/
1 /\ \/1 |

4. Resuelve /\

l
a) 3*=10 b) log, 5=2 -2 N\ -2 '
a) 2,0959;
b) +2
5. Resuelve:
a) log g =2 b) log 5*=2 /+ ,
2 T X

x \)/
a) log ==2 = x=500

> Fig. 14.18.
by g 2

) x= log 5 De izquierda a derecha: g(x), f(x), h(x)
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Actividades

1. Calcula, cuando se pueda, los siguientes limites:
a) lirr_rl(2x2+x—5) b) lirzl (2*—3x)
x—3

c) lim

x—2

d) lim t
x2—1 )x'—>’-'rr1/4 g x

a) h’nz1 (2x*+x—5)=—4
b) linZ (2—3x)=4
3 1

) lim =
ot xe—1 3

d) im tg x=tg%=1

x—m/4

2. Resuelve los siguientes limites:

2 3
a) lim X —2X*1 by tim X8
=1 x243x—4 2 x—2
—_y3— 2
¢) lim 3x4—x3—3x
*20 x3—4x?+5x
2_ _1\? _
2) limﬂ:[g]:lim G Mt

UxH3x—4 0] 7T (x—1)(x+4) 7 x+4
3_ — 2
b im* s:[o] _jim X2t 2xt4)

0 x—2 X—2

=lim (x*+2x+4)=12

x—2
—y3—2y2 3 _y2
o lim 3xt—x3—3x _|o :ﬁmx(3x X 3x):
03 —4x45x [0 ' x(x2—4x+5)
. 3x—x*—3x 0
=lim=—— "= =9
U x—4x+5 2

3. Calcula los siguientes limites:

2 —_9 =
a) lim | X% by tim ¥X~271
x—4 Xz — 1 6 x—3 X— 3

. /x2—4x [0] ) / x(x—4)
a) lim =|—=|=tim | —— 2 —
N x—16 [0] 74N (x—4) (x+4)
. [4 1 {2
—lim |2 [ 2 Ne
>\ x+4 V8 J2 2

Jx—2—1 _[g]_ fim (x—2-1)(/x—2+1)
x=3 0] ™ (x=3)(Jx—2+1)
=lim (=2) 1

o3 3y (Jx—2+1)
(x—3) 1

=lim b)) = lim ==

3 (x—3)(Jx—2+1) 7 Jx—2+1 2

4. Halla el valor de los siguientes limites:
4x—2

a) lim eV~ b) lime *

x—+%o X—%®

P 10 . 2x?
9 . log [m} ) tim log (m]

by lim

x—3

a) lim e¥=e'=1
X+
2
b) lime * =¢e*

X—%

0 .o (2% -toa(0)- -

. 2x?
d) ){Lﬁlx log [m) =|.Og(+00)= +o00

Calcula los siguientes limites:

2x+5 Vx3—2x+3

a) lim — b) lim
xote X2+ b4x xote 2x2—5x
2
c) lim 4x
x4\ x2— By
2
a) lim 2> i (2x+5)" _

Xt \/x?Tlp( =N x4-4x

2
—lim 4x°+20x+25 \/Z=2
o=\ ethy

3 2
b) lim \/X 2X+3: lim X =
ok 2x2—bx xote Px2—bx
XZ
xX—2x+3
g V0,
X—+%© 2X2_5X 2

X

2
4x?

) lim «’ X _Ji=0
X—=+®© X2_5X

Halla las asintotas de la funcién f(x)=

x*+2x
x*+1

3 . xX*+2x
La recta y=1 es asintota horizontal de f(x)= 1
Pt

, pues

[im X+2x . 3 . .

s ——=1. No tiene asintotas verticales, pues el denomi-
x*+1

nador nunca se hace 0.

Su gréfica aproximada es.

) v
_xt 2T
f( ) X2 +1 2+
A
T rr— Loy X
o~ | B B R
—5—-4-3-2-T] 1 2 3 4 5
21
-3
Fig. 15.1.

Indica los puntos en los que son continuas las siguientes
funciones:



x+2

D) )= e aes

2
a) f(X)—E
_ x2+1 six<-1
9 f(x)_{x+3 six=—1

a) Discontinua en x = —3: la funcién no esta definida.

b) Discontinua en las soluciones de x2—4x+3=0, que son
x=1yx=3.

c) Continua en R.
En x= —1, la funcidn esta definida (f(—1) = 2), ademés los
limites laterales coinciden:
i S =lim e+ 1)=2: lim_ fo)=lim, (+3)=2

Indica el valor que hay que asignar al parametro a para que
la siguiente funcion sea continua en x=2:

_ ax+1 six<2
flx)= —x2+x six=2

Los limites laterales deben coincidir con f(2) = —2.
Por la izquierda: li}zn f(x)=linz17(ax+ 1)=2a+1
Por la derecha: ligq f(X)=lfnZ+(*x2+x)=72

Como deben ser iguales: 2a+1=—-2 = a= —3/2.

3 x+1 si x<?
Por tanto, f(x)= 2
—Xx2+x six=2

Problemas propuestos

Tipo I. Calculo de limites: definicion y sustitucion

1.

.3
Comprueba dando valores que lim X =1,2

=2 x241
X—2° f(x) x—2* f(x)
1,9 1,2364 2,1 1,1645
1,99 1,2036 2,01 1,1964
1,999 1,20036 2,001 1,19964

Efectivamente, parece que el limite vale 1,2.

Aplicando la definicion de limite, demuestra que:
a) lin_;2 (2x+3)=-1 b) lirg (2x—1)=9

¢) lim [§+3J =4

a) Dado >0, hay que ver que |(2x+3)—(—1)|< & siempre
que |x—2|< d; el valor de & dependera del dado a e.
Como |(2x+3)—(—1)|< LRSS |2x+4|< e= —e< xt+t4<e

= —b4—e< A<—bte= —2— §< x<—2+ % =
e
x—(—2)|<—=3d.
h=(=2)|<; )
Luego, para cualquier e#0, existe §=—> 0, tal que si
0 <|x—(2)|< 8 = |(2x+3)—(—1)|<=.
Por tanto, el limite vale —1.
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b) Hay que ver que dado £>0, |(2x—1)—9|< g, siempre que
|x—5|< d. Hay que buscar el valor de & en funci6n del valor

dado a &.
|(2x—1)-9|< & = |2x—10|< ¢ = —e<2x—10<e =
(transformando la desigualdad) = 10—e<2x<10+e =

= 5-2 <x<5+2 = [x—5|]< =5

2 2 2 e
Luego, para cualquier >0, existe BZE >0, tal que si
0<|x—5|<§ =3 =|(x—1)-9|<e

Asi, si, por ejemplo, tomamos & =0,002, habra que tomar
valores de x que se distancien de 5 menos de

0,002

d =0,001; esto es, valores de x tales que:

4,999 < x < 5,001.

[g+%_4

= 2-2e<x <2+2e = |x—2|<2e=3.
Luego, para cualquier £>0, existe §=2¢ > 0, tal que si

(g+%_4

Si, por ejemplo, tomamos & = 0,01, habréa que tomar valores
de x que se distancien de 2 menos de 8=0,02, esto es,
valores de x tales que: 1,98 < x<<2,02.

<eg=>

o)

X
=-1
2

<g= 1—8<%<1+8 =

0 <|x—2|<2e=8 = <e

Determina graficamente el limite cuando x—2 de las fun-
ciones:

a) 1
b) No existe.
c) No existe.

Con ayuda de la calculadora halla:
—_ —y2
1—x by lim 4—x
X" y24 9x

a) lim
=1 x24+2x—3

Se trata de dos indeterminaciones.

. 1—x
a) lim
x—1
X2+2x—3
x— 1 () x— 1t f(x)
0,9 —0,2564 11 —0,439
0,99 —0,2506 1,01 —0,24376
0,999 —0,25006 1,001 —0,2499

Parece que tiende a —0,25.
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—y2
by lim 4x
X2 x2 40y

X— —2- f(x)

x— —2% f(x)

2,1 —1,9523 =19 —2,0526
—2,01 —1,9950 —1,99 —2,0550
—2,001 —1,9995 —1,999 —2,0005

Parece que tiende a —2.
Nota: Conviene comprobar lo acertado del resultado mediante
el calculo sistematico de estos limites.

Halla, por sustitucién (si se puede), los siguientes limites:
2x+3
a) lim (x2—3x); b) lim X

X—— 6x2_4
c) lir;r \/2x—5; d) lir{r \/2x—5;

lim 2x+3 . £ lim 2x—3 .
e +x—1 )2 Jx+x—1"

)] lirg (e*3); h) li:g) (2*+3);

a) —2; b) —9/32;

) 3; d) No existe;
&) 5; f) 145

g) e h) 4

A partir de las graficas de sus respectivas funciones, halla:
a) llm sen x b) llm cos x

x—/ x—/

c) l1m tg x

x—m/2

Haciendo sus graficas se ve que:
a) lim ,sen x=1
b) hm cos x=0

x—m/2

c) lim tgx=o

x—m/2

Halla, por sustitucion (si se puede), los siguientes limites
de funciones trigonométricas:
a) lim sen 2x; b) lim cos 3x

x—m/2 x>

) lim tgx d) lim
x—w/4 X7 gan X
‘ (1)
e) lim cos| =
x—0 X

a) lim sen 2x=sen w=0

x—>7/2

f) lirgr tg (x—2)

b) (im cos 3x=cos 3w=—1

X

o) lim, tg x=te 7 =1

d) lim X T  Tow
~msenx senwm 0

e) llm cos( ] ( ) No existe.

f) llm tg (x—2)=tg 0=0

10.

11.

Halla los limites laterales, cuando x — 1, de:
a) f(x)——1 b) g(x) =21

) h(x)=

cos (x 1)

a) Six—> 1, (x)—X_1—> o —

Six—1%, f(x)=i - [i] — +oo
x—1 +
No existe el limite.
b) Six—> 17, gx)=21 -2 -1
Six— 1%, gx)=2x1— 2" > 1
El limite vale 1.

1 1
¢ Six—> 17, hix)= - =1
cos (x—1)  cos 0~
) 1 1
Six — 1%, h(x)= - =1.
cos (x—1)  cos 0"

El limite vale 1.

Halla el limite de:
x* six<O0

Y f(")={3x si x=0'

cuando x — 0;

x—1 six<—1

b) f(x)={3x/(x—2) six=—1"

cuando x — —1

a) Six—> 0, f(x)=x*—>0
Six—> 0", f(x)=3x—0
El limite vale 0.
b) Six—> 17, f(x)=x*-1—-0
Six— —1%, f(x) =3x/(x—2) > —3/(-3) =
No existe el limite.
Considera la funcién f(x)=(1+x)"*, con x>—-1y x+0.
a) Calcula su valor para x=0,2, 0,1, 0,01, 0,001.
b) Calcula su valor para x=-0,2, —0,1, —0,01, —0,001.
c) ¢Crees que existe ’lgg (1+x)"*? Si tu respuesta es afir-
mativa, ¢cual es su valor?

a)yb)
x fx) x f)
0,2 2,4883 —0,2 3,05175
0,1 2,5937 -0,1 2,86797
0,01 2,7048 —0,01 2,73199
0,001 2,7169 —0,001 2,7196

c) Si, pues cada vez se van acercando mas los valores por la
izquierda y por la derecha.
El limite vale e. (Esta respuesta debe tomarse como obje-
tivo de ampliacion.)

Nota: Obviamente estamos sugiriendo que se hable de la in-

determinacion 1”.

Considera la funcién f(x)=x*, x>0
a) Calcula su valor para x=0,5, 0,4, 0,3 ,0,2, 0,1, 0,01,
0,001.



b) ¢Crees que existe lirg x*? Si tu respuesta es afirmativa,
X

scual es su valor?

a)
X 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,01 0,001
f(x) 0,7071 0,6931 0,6968 0,7247 0,7943 0,9550 0,9931
b) lim x=1

x—0

Nota: Con este problema podria hablarse de la indetermina-

cion 0°.

Tipo Il. Calculo de limites: métodos
(x—3) (x+2)x

(x—3)(x—2) (x+1)'
cuando x tiendea 3,0, —2, 2y —1

12. Dada la funcién f(x)=

lim (=3)(x+2)x :|:£:|:lim =
P (x=3)(x—=2)(x+1) 0] 7P (x=2)(x+1) 4
lim (x—3)(x+2)x _

0 (x—=3)(x—2)(x+1)

lim (x—3)(x+2)x o

72 (x=3) (x—2) (x+1)

lim (x—3)(x+2)x e

7 (x=3)(x—2)(x+1)

lim (x—=3)(x+2)x e

= (x=3)(x—2) (x+1)

13. Halla:

2 3 2

a) tim* =% by tim*—3%

x—0 Xz x—0 2X2

. 2—X . x+1
5] IHZI d) lnzr2

2 x2—4 12 2x—1

. x*—x |0 . ox—1
a) lim =|—|=lim—=w

x—0 X2 0 x—0 X

. X3 [0] x—3 3
b) lim =|=|=limZ—=_=

x—0 2X2 O x—0 2 2

-1

P xi—4 [0 7P (x—2)(x+2) 77 (x+2)

dy tim Lo o

x—>1/2 2x—1
14.Halla:
2 2

2) lim X +2x+1; b)lim X +2x+1;
=l x24 8x+7 =7 x24 8x+7

o tim X=3, d) tim 23
x~>—2xz_4 x—4 (X_4)

(x+1)(x+1)

i XX+l [0] fim
a AN N o
)5 x+8x+7 [0] 7" (x+1)(x+7)

(x+2)x 15

=lim =—

halla su limite

15.

16.

17.
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x+1 B

=lim =0
= x+7
2
by fm XEREL 36
=T x2+8x+7 0
c) lim X3 :_—5:ioc
wr2xe—f 0
. 2x—3 5
d) lim =" —w
h(x—=4) 0
Verifica el resultado hallado en el problema propuesto nii-
mero 4.
. 1—x 0] . 1—x .o —1 1
a) lim———— —|=|=lim — lim —_
=t x2+2x=3 [0 7T (x—=1)(x—3) ' (x—3) 4
—y2 _ —
b) lim 4—X Hﬁm @=0)@HN) _ g 27X _
T xd2x 0] TP x(x+2) =T
Halla:
2
a) tim 2%, by tim* 2>,
x—1 X—1 x—5 X_5
2 —_ 3 2 —_
¢ lim x?—25 . d) limx4 3x3—-3x2+11x—6
*25 x2—10x+25 x1 X3 —4x2+5x—2
. 3x 3
a hm—:—:oo
x—1 X_1 O
2 —
b) lim x—25 :I:R:l =lim w=10
X—5 X_5 0 x—5 X_5
2 __ —
0 limi:[g]:ﬁmm:
= x2—10x+25 [0] 7 (x—5)
. x+5 10
=lim =—=0
X—5 (X_5) 0
. Xi—3x6—3x2+11x+6 [0]
d) lim I Bl
=1 B—4x2+5x—2 0
— — 2y 2y
—lim (x—1)(x—1)(x*—x 6):lfmx X 6=6
=L (k=1 (x—1)(x—2) =l x=2
Calcula:
3 tim <=2, by tim 27V,
x—4 X_4 x—2 2X_4
. 2x—4 . AJ2x+3—x
) lim ————; d) lim————;
x—2 2_ ’2X x—3 3_x
—_ — 2
&) lim ZX= V43, ) tim, | X =25
x=3 x2—9 x5\ x2—5x
) ,,—mLz:H _ i /X 2Wx+2)
=t x—4 o] 7 (x—4)(x+2)
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im X4 [o} i (X8 @V 20) ¢) lim 2x*
c - xote [3 o
) x—2 2_\/5 0 x—2 (2 \/7) 2 \/7 + x3+2x
e (x—4)(2+V2Xx) o 242X a) Dividimos numerador y denominador por x:
=lim =lim =—4
. 4—2x =2 (=1) 2x+3
P + P X
. A2x+3-x |0 - (Nex+3—x)(+ 2x+3+x) lim _ B3 1 Z iim —:3:2
dy im———=|—|=lim = e [e—dxt1 || bl 1
= 3—x 0] " (B3—x)(v2x+3+x) 4
X
= lim 23X - 9 - b) Dividimos numerador y denominador por x:
2 (3=x)(v/2x+3+x) |0 2x—4
L B0 e 4 2 lim &Z[f]:lim X ~2
=—=— X—+o Xx—>+o©
3 (3—x)(2x+3+x) 7P J2x+3+x 6 3 = J2e—hx | 2—bx A
X2
e) limﬂ_[g] =lim (N3t Vax 3 = ¢) Dividimos numerador y denominador por x%:
= x—9 0] ™  (x—9)(x++/4x—3) 2x2
2 V2
oy X=wt3 o] lim L:[f]:ﬁnzmx—:_zzw
23 (0 —9)(x+J4x—3) |0 o et L] 7 [evac o
— ) (x— Xt
—lim (x—3)(x—1) _
7 (x—3) (x+3) (x+/ 4x— . . .
(=30t 3) (et 4x3) Tipo lll. Calculo de asintotas
:lim#:i
3 (x4+3)(x+/4x—3) 18 21. Determina las asintotas de las funciones:
X 2x+1
- - a) fx)=——: b) f(x)=
f) lim 25:[3]:1fm (=5)(x+5) _ ) fx)=—, ) f)=
=5\ x2—5x 0] *° Xx(x—5) 2x—3
o fx)=
lim x2+2
:XA)E \/_ . - . .
a) Tiene dos asintotas. Una vertical, x=1; otra horizontal,
18. Halla: y=1
a) lim (3x—5); b) lim (—3x*+7); En efecto: hm——w y lim =
) 1 tx—1 x—1
0) ){L’Q (6x*—10x+17); d) ,{L"]w;; b) Tiene dos asintotas. Una vertical, x=0; otra horizontal,
lim —14 f) lim 3 = 2x+1 2x+1
e) Xozw g ) ek En efecto: lim =0y lim =2
X X— 5 x—0 X X—%
a) b) —oo c) No tiene asintotas verticales, pues el denominador nunca
Q) = d) o es nulo.
. 2x—3 .
e) 0 f) o Como lim ): =0, la recta y =0 es asintota horizontal de
X2
19. Halla: la funcion.
2x+3 . 2x2+3 . .
a) lim X—; b) lim #; 22. Calcula las asmtotas de las funciones:
o x2—4x+1 *or" bx2—4x+1 —2x— X2+ 2%
2x%+3x —2x a) f(x)_—l ; b) f(x )_
c) lim ——— d) lim
*>7” bx?—4x+1 ot ox47’
—3x2+8x —3x2+8x a) Puede tener una asintota vertical en x=1, punto que anu-
e) ){LM—; f) ,{L S la el denominador.
- e Como lim zahd 73 la recta x=1 es asintota
e S N =
En todos los casos lo hacemos por comparacion de grados. | 0o
a) 0 b) 2/5 vertical.
) 2/5 d) +o También tiene una asintota oblicua, pues el grado del nu-
e) — f) +oo merador supera en 1 al del denominador.
Dividiendo:
20. Halla:
2x+3 2x—4 3x2—2x—4 3
a) lim X—; b) lim X—; f(X):L=3X+1——

ore [ x—bx+1 xote [ 2x3—4x x—1 x—1
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23.

24.

25.

26.

Por tanto:

3
six — oo, como —1 — 0, la funcion f(x) - 3x + 1 = La
x—
recta y=3x+ 1 es una asintota oblicua.

Naturalmente, aplicando limites obtenemos la misma

expresion.
La asintota oblicua es y=mx+ n, siendo:
o S 3xe—ox—4
m=lim — =lim~————=3y
oo x o xoe o x(x—1)
2 —
n=lim (f(x)—mx)=lim (M—y) =
X—% pames x—1
. X—4
=[im X_:
x]% x—1 !

Luego la recta y=3x+1 es la asintota oblicua de la
funcion.
b) Asintota vertical, x=—1.

Dividiendo,
xX2+2x 1
fx)= =x+1——
x+1
La recta y=x+ 1 es asintota oblicua.
. . .. x—x*+1
Halla la asintota oblicua de la funcion y=——.
2x?2—x+3

La ecuacion de la asintota oblicua es, y = mx +n, siendo
3 2+
m=limm:lim Lzly
=Eox o 7T x(2x3—x+3) 2

n= lim (f(x)—mx)=lim (w_l)(}

o el 2xt—x+3 2

1 3
X=xt+1-x+—x"——x

——xX—=x+1
—lim 2 2 —lim 2 2 __1
= 2x2—x+3 = 26 —x+3 4
1 1
Por tanto, la asintota es: y=Ex _Z

¢Tiene asintotas alguna de las siguientes funciones?

a) f(x)=x2—2x; b) f(x)= sz_: "

¢) f(x)=cos x

a) No. Ningln polinomio tiene asintotas.

b) No. El denominador no se anula = no hay verticales. El
grado del numerador supera en 2 al del denominador = no
hay horizontal ni oblicua.

c) No. El coseno siempre esta definido y es oscilante.

Comprueba que las siguientes funciones tienen una asin-
tota horizontal hacia —: Hallala en cada caso:
a) f(x)=1+2% b) f(x)=2—2*

a) lim (1+2)=(1+2"*=1+0)=1. La asintota es y = 1.

b) lim (2—2)=(2—2"*=2+0)=2. La asintota es y = 2.

. 20 . -
Comprueba que la funcién f(x)= ” tiene dos asintotas

e—X

horizontales, una hacia —« y otra hacia +<. Hallalas.

27.

28.

29.
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a) Hacia —oo:.
20 20 20 20 )

1+e 9 1+e™

lim =
xo—e 14e7x 1+

La recta y= 0 es asintota horizontal de la curva.
b) Hacia +eo:

P 20 20 20 20

[ = = = =20.

ATt (l-i-e(*x) 1+e™ 140 J 20

La recta y =20 es asintota horizontal de la curva.

Un alimento se introduce en un congelador. Si su tempera-

. B 12+5x—12x?
tura (en °C) viene dada por la férmula T(x)=———,
2+x+x?

donde x indica las horas que lleva en el congelador, se
pide:

a) ¢Qué temperatura tenia cuando se introdujo?

b) ¢A qué temperatura estara al cabo de 2 horas?

¢) ¢A qué temperatura tiende con el paso del tiempo?

12
) T(0)="=6°C.
_ 12+10—48: —26
2+2+4

¢) Cuando el tiempo se va alargando (x — ) la temperatura
del alimento tiende a
12+5x—12x*  —12

2+x+x? 1

b) A las 2 horas, T(2) =-3,25°C.

lim =—12°C

x>+

Tipo IV. Continuidad de funciones y aplicaciones

Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

1 x2+1
a) f(x)==; b) f(x)=——;
X xt—1
o) f(x)=+/x*+3
a) Continua en R — {0}
b) Continuaen R — {-1, 1}
c) Continua en todo R.
2 six<-3
Dada la funcién f(x)=1 |x+1| si —3=<x<0
2x*—4x+3  six=0

a) Estudia su continuidad.
b) Comprueba el resultado haciendo su grafica.

a) Esta funcién puede no ser continua en x=—3y en x=0,
que son los puntos de unién de los intervalos. En esos
puntos hay que ver si la funcion esta definida y si su valor
coincide con el de los limites laterales.

En x=—3:

Six—> -3, fx)y=2->2

Six = =3, flx)=|x+1] =2

Como f(—3)=|-3+1|=2, los tres valores coinciden: la
funcién es continua en x= —3.

Enx=0

Six— 0, fix)=|x+1 -1

Six — 0%, f(x)=2x*—4x+3 — 3

Como los limites laterales no coinciden, la funcién no es
continua en x=0.
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30.

31.

32.

33.
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b) Su representacion grafica es:

T T T 1
757473—2—1J(

Fig. 15.3.

—+—
1.2 3

Efectivamente, el Gnico punto de discontinuidad es
x=0.

-, . X_ .
¢Para qué valores de k la funcién f(x)= tiene dos

x2+kx

discontinuidades? Hallalas cuando k= —1?

Se dan en los puntos que anulan el denominador: xX*+kx=0 <
X(x+k)=0=>x=0yx=—k.

Si k= —1, seran los puntos x=0y x=1. En el caso x=0 la
discontinuidad es inevitable; para x =1, puede evitarse, pues

-1 . x-1
=lim =1
x—1 X(X_l)

. X
lim
x—1 X2 —x

x+k

¢Para qué valores de k la funcién f(xX) =———— tiene una
x?—2x—3

discontinuidad evitable?

Discontinua en x=—1y x=3.
x+k

)=

(x+1)(x—3)

Por tanto:

Si k=1 puede evitarse en x=—1.
Si k=—3 puede evitarse en x =3.

Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
2—1 six<2

X
) 19={3,

si x=2
si x<2
si x=2

b x2—1
) =1
a) Punto conflictivo, x=2.

Six—>2,f(x) >3

Six — 2%, f(x) > 6 = No es continua en x=2.
b) Punto conflictivo, x = 2.

Six—>2,f(x) >3

Six — 2%, f(x) > 3 = Es continua en x=2, y siempre.

x+1 si x<1
3+ax? six>1

de a la funcion f(x) es continua en x=1? Comprueba gra-
ficamente que tu resultado es correcto.

Dada la funcion f(x)={ , épara qué valores

Para que sea continua en x=1 debe cumplirse que
lim f) =f(1)=2.

Los limites laterales deben ser iguales:

34.

35.

36.

37.

Six—>1, f(x) > 2
Six—> 1% f(x) >3—a
Por tanto, 2=3—a — a=1

. . x+1 sixsl
Sia=1 la funcién es f(x)f{3_x2 S x>1"
Su gréfica, que obtenemos dando valores es:

<

Fig. 15.4.

si x<0

x+1
e si x>0°

Sea f(X)={

a) ¢Por qué no es continua en x=0?
b) ¢Qué valor hay que asignar a 0 para sea continua para
todo namero real?

a) No es continua en x=0 porque en ese punto no esta
definida.
b) La discontinuidad podra evitarse si existiese el limite en
x=0.
Como
Xlirgﬁf(x)=£i%ngf (¥*+1)=1 es igual que [ir707+f(x)=lirg1+ e=1
el limite existe y vale 1.
Por tanto, definiendo f(0) =1, se evita la discontinuidad.
xX+1 six<0

o si x>0 es continua.

En consecuencia, f(X)={

Calcula la constante k para que la siguiente funcién sea
continua en todos los puntos:
x?—1 six<5b

f(x)={4x+k si x=5

Para que sea continua deben ser iguales los limites laterales
en x=>5.

lim f(x)=lm (x*—1)=24

x—5" x—5"

lim f(x)=lim (4x+k)=20+k

x—5+ x—5+

Para que 24 =20+k = k=4.

Calcula la constante k para que la siguiente funcion sea
continua en todos los puntos:

x2  six<3
f(x)_{x+k si x=3

Para que sea continua deben ser iguales los limites laterales
en x=3.

lim f(x)=lim x*=9

x—37 x—37

ﬁgﬁf(X)ﬂiﬁ;+ (x+k)=3+k
Paraque 9=3+k = k=6.

Halla los valores de a y b para que sea continua la funcion
f:R — R dada por:



38.

39.

x2+3 si x<0
fx)= ax+b si0=x<2
x}—1 six>2

Por separado, cada una de las funciones que intervienen son
continuas. Por tanto, las Gnicas dificultades se dan en los
puntos x=0yx=2.
Para que sean continuas deben coincidir los limites laterales
en cada punto.
En x=0:

lim f(x)=lim (x*+3)=3

x—0" x—0"

lim_fix)=lim (ax+b)=b = b=3.
Enx=2:

lim f(x)=lim (ax+b)=2a+3

x—2" x—2"

[frg+f(x)=lfnz7+ (¥*-1)=7T=7=2a+3=a=2.

La funcién continua es:

xX+3 si x<0
flx)=9 2x+3 si 0=<x=2
x—1 six>2

1+cosx  six<0
Sea la funcién: f(x)=12(a+x) si 0<x<1

b/x? si x=1
Determina ay b para que la funcién sea continua para todo
valor real de x.

La funcion esta definida en todo R. La (nica dificultad para
la continuidad esta en x=0y en x=1, que son los puntos de
unién de los diferentes trozos.
Para que sea continua deben existir los limites laterales en
esos puntos y coincidir con su valor de definicion.
En x=0:
flo)=2
Six—> 07, f(x) > 2.
Six > 0" f(x) D2a=>2=2a=a=1
Enx=1:
A =b
Six—> 1, f(x) > 2(a+1)=4.
Six—> 1% f(x) > b= b=A4.
1+cosx  six<O0
Con esto, f(x)=12+2x si 0<x<<1
4/x? six=1

3
Dada la funcion y= ﬁ se pide:
X

+1)

a) Estudia razonadamente su continuidad.
b) Estudia razonadamente sus asintotas.

La funcion no esta definida en x= —1. Luego, la funcion es
continua en R—{—1}.

En x=—1 hay una asintota vertical, hacia menos infinito,
3

. X
pues [im S=—
= (x41)
También tiene una asintota oblicua, y = mx + n, siendo
3
m=Ilim M:lfm X—=1

=T ox 7T x(x+1)

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro
Limites de funciones. Continuidad

3_ 2 _oy2_
n=lim (f(x)—mx)=lim al (X+3) =lim 2 :( =—2
o T (x+1) T (x+1)

La asintota es: y=x—2.

40. Estudia la continuidad de las funciones:
X
a) f(x)=[x|—x b) =7
Haz su representacién grafica.

—2x x<0

) fo-prlx{ o g

Es continua siempre.
Y
31
2L

|
N
|
_
— 4
o~
w4

Fig. 15.5.

b ) X {—1 x<0

:|_x|: 1 x>0

No esta definida en x=0 = no es continua en ese punto.

Fig. 15.6.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 20 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1. Para la funcion

Fig. 15.7.

Halla:

a) lim f(x) b) fim f(x) c) lim f(x)
d) (Tiene limite la funcién en x = 2?

a) 1

b) 1

) 2

d) No. Los limites laterales no coinciden.
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Halla:

9 m=5 W It o fimeos ()
a) —1/2 b) o 01

Halla:

a) liry 233, b) lirzl 41/

a) 2¢ b) 2
Halla
—_ 2
a) lim -1, b) llm ; ©) hmu
=% ox42 % x+100 =% x3+100x
) 3/2 b) oo )0
Halla:
2) 11 b) lim 4x+6
iy =\ x5
a) 4 b) 2
2
Determina el valor de lim Xt3x+2
x—=2 X+2
2
lim X3+ 10 =lim Gr2)(x+1) =lim (x+1)=-1
x—=2 X+2 0 x——2 X+2 X—=2
-1 x<1 L.
Dada f(x)= 1/x =1 halla sus limites laterales en
x=1.

Izquierda: 0; derecha: 1

¢Qué valor hay que dar a k para que la funcién

kx—1 x<1
f(")={1/x x=1

Izquierda: k—1; derecha: 1 = k—1=1= k=2.
2x+2

sea continua en x=1?

Determina las asintotas de f(x)=
X—

Vertical: x=1; horizontal: y=2.

¢En qué puntos no es continua la funcién
x+3)(x—1
fo= EFDED)
(x+1)(x—1) (x—2)
dad en alguno de esos puntos? ;Cémo?

? ¢Puede evitarse la discontinui-

No es continuaen x=—1, x=1yx=2.

Puede evitarse en x=1,

pues lim (x+3)(x—1) _lim (x+3) _
TL(x+H1)(x—1)(x—2) 7" (x+1)(x—2)

Se evita definiendo f(1) = —2.

2 cuestiones para investigar

1.

P . senx
Demuestra geométricamente que l1ry
X—

=1, Sugeren-

cia. Observa la figura adjunta.

Obtén las funciones que dan el area del sector OCA, del
triangulo OPB y del sector OPB; comparalas y haz los limi-
tes adecuados cuando x — 0.

—

7

Fig. 15.8.

En la figura adjunta, el radio del circulo vale 1.
Area del sector 0PB ="
2

. . sen x
Area del tridngulo OPB =
2
Area del sector 0CA = X% X
2

Se cumple que:

Area del sector OPB= Area del triangulo OPB = Area del sec-
tor OCA
Por tanto,
X senx

X C0S% x

= = = X =Sen x = x cos? x =
2 2 2

sen x )
= 1= = c0s% X

X
Pasando al limite:

. . X , sen x
lim 1= lim = hm cos? x = 1= lim =1 =
x—0 x—0 x—0
X X
sen x
— lim =1
x—0 X

El problema del infinito suscita grandes dificultades desde
la antigiiledad. Como muestra de ellos puedes investigar
las paradojas de Zenon de Elea: Busca la pagina web

http://es.wikipedia.org/wiki/Paradojas de Zen%C3%B3n



Actividades

1.

Para la misma funcién halla:

a) La tasa de variacion media en el intervalo [1,1+ h].
¢Cuanto vale si h=0,2?

b) La tasa de variacion instantanea en el punto x=1.

a) f(1+h)=—(1+h)’+6(1+h)=5+4h—h% f(1)=5.
La tasa pedida es:
1+h)—f(1 h—h?
TVM[1,1+h]=f( /3 i )= 4 P =4—nh
Cuando h=0,2, la TVM[1, 1+0,2]=3,8
b) Cuando h — 0, TVM[1, 1+ h]=4—h — 4.
La tasa de variacion instantanea en el punto x=1, vale 4.

Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x)=x>—2x en el
punto x = 3. Representa graficamente la curva y la tangente.

Y FB)=F3)x—3) = y-3=4(x~3) = y=4x—9

5
41
3l..3.3)
1 1 1 1 X
T T T T
-3-2-1] 3
—21

Fig. 16.1.

Halla, siguiendo los cuatro pasos anteriores, la funcion
derivada de f(x)=—x2+6x. Una vez hallada f'(x), calcula

f(0), £(2), £(3) y £(5)-

1.° flx+h)=—(x+h)*+6(x+h)=
=—x?—2xh—h?+6x+6h
2.° fix+h)—f(x)=—x*—2xh—h*+6x+6h—(—x*+6x)=
=—h?—2xh+6h
—h2_— +
3.9y 4.9 f’(x):mwz—zwﬁ

Por tanto, f(x)=—2x+6; de donde:
fO)=6r1@=2f0@)=0yf(5)=-

Halla la derivada de cada una de las siguientes funciones.

a) y=—-3(5¢—x)" b) y=2—1,
x+x
¢) y=+/sen x; d) y=3x¥%
e) y=xe" f) y=xe™;
a) y'=—12(5x—x)’(10x—1)
b) , 22X x)—(2x—1)(2x+1)  —2x*+2x+1
Y (2+x)? (x2+x)?
9 y— Cos x
2+/sen x
9
d — =y 1/hb—
) V=r 4J_

e) y’=e‘+xe*=(1+x)ex
f) y=e*—xe*=(1—x)e™*

Halla la derivada de cada una de las siguientes funciones.

a) y=log 7x;

=ln 4
) y=IM T |

e) y=—sen 2x;

b) y=ln 5x;

d) y=cos x%

f) y=cos? x;

€oS X
g) y=sen x-cos X; h) y= .
sen x

i) y= 1 j) y=3arccos (2x)

tgx

7
a) y=—loge=—loge

7x

5 1
b ==
) v= 5x . x
c) y'=In 4 =ln4—In (1+3x) = y'= 3

Y 1+3x T
d) y'=—2xsen x?
e) y'=—2cos 2x
f) y'=2cos (—sen x)
g) y'=cos x-CoS X—sen x-sen x=cos? x—sen? x
hy y= —senxsenx—cosxcosx_ 1
Y (sen x)* sen? x
— 2
i) (Es igual que la anterior) y'= (1ttg X)=— !
tg? x sen? x

) -3-2 —6
D= J1—(2x)f J1-bx

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion f(x)=x?—2x+1. ;Tiene maximo o minimo?

f(x)=2x—2=0=x=1.

Six<1, f(x)<0 = la funcidn es decreciente:

intervalo (—o0, 1).

Six>1, f(x)>0=

la funcidn es creciente: intervalo (1, +©).

Como decrece a la izquierda del 1 y crece a su derecha, en
x=1 hay un punto minimo. Ese minimo vale f(1)=

Dibuja la grafica de la funcién f(x)=—x3+3x, siguiendo
los pasos indicados anteriormente.

1. Dom(f)=
2y 3. f(x)=—3x%+3 = —3¢+3=0=>x==*1
Los puntos singulares, posibles maximos o minimos, son:
x=-1,x=1
4y 5. Se marcan esos puntos en la recta.
Six<-—1, f(x)<0 = f(x) es decreciente.
Si —1<x<1, f(x)>0 = f(x) es creciente.
Six>1, f(x)<0 = f(x) es decreciente.
max

\/Y\

—1

Fig. 16.2.

6. En x=—1 hay un minimo; en x= 1, un maximo.
7. Algunos puntos:
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Derivadas
x -2 -1 0 1 2 Problemas propuestos
f(x) 2 —2 (min) 0 2 (max) —2

Tipo I: Tasas y derivadas
Cortes con los ejes:

Si x=0, f{0)=0, punto (0, 0), que ya ha salido. 1. Halla la 'tasa de variacion media en el intervalo [1, 4] de
Siy=0, —x*+3x=0 = x(3—x%)=0 = x= /3, x=0 laa;s;zlxl;c;zl:-e}_szz
Puntos (—\/5, 0)y (\/5, 0). b) f(x)=x*+2x
8. I?epresentamos los puntos hallados y los unimos con una Q) fx)=—x+2x
linea curva. d) ¢Qué significan los resultados hallados?

Se obtiene asi la grafica adjunta.
fl4)-f(1) _18-3_15_

A ) = -+ 3 a) TM[1,4]="="— o5
24—3
2T b) TVM[1,4](x2+2x)=—7T=7
Y i
A ) TUM[1,4](—x2+2x)=———=—3
“A-1/l 1R 3 4 57 ) [L41(=x+2 4—1
2+ d) La funcién f(x)=x2+2 crece 15 unidades cuando la x crece
=3+ 3 (la x pasa de valer 1 a valer 4). Luego por cada aumento
unitario de x, la funcién tiene un aumento medio de 5
Fig. 16.3. unidades.

Por cada aumento unitario de x, la funcién f(x)=x>+2x
tiene un aumento medio de 7 unidades.

Por cada aumento unitario de x, la f(x)=—x?+2x tiene una
e Dominio =R —{0}. Es impar: f(—x) = —f(x) disminucion media de 3 unidades.

e En x=0 tiene una asintota vertical.

1—x?

7. Representa graficamente la funcién f(x)=

2. Calcula la tasa de variacion media de la funcién

1 .
e Como f(x)=;—x, la recta y=x es una asintota oblicua. F(x)=—x*+4x en los intervalos:

También puede verse que: a) [0, 1] b) [0, 2] o) [0, 3]
- fl) . 1-x
lim =22 = lim —— =—1= 1)— -
T AR T T TlEmy a) TVM[o,1]=%£(O)=¥=3
. _
lim (f(x)—mx)=lim —=0=n _
fim fim > by Tvmpo,21 TR AO_4_,
. 2—0 2
Derivadas: F3)—f(0) 30
—1—x2 =S o
fx)= < 0 para todo x de su dominio = decrece ¢) TvM0,3]= 3-0 3 =1
siempre.
Su gréfica es la adjunta. 3. El efecto de una anestesia t horas después de ser adminis-

t2
, con t<4.

trada viene dada por la expresién A(t)=

Halla:

a) La tasa de variacion media del efecto durante la prime-
ra hora.

b) La TVM en el intervalo de tiempo [2, 2 + h].

c) La tasa de variacién instantanea en el instante t = 2.

a) Durante la 1.2 hora es el intervalo [0, 1] =
A(1)—A 15/16—1 1 N
1) (0): 5/16 =—— (Lo que signi-
-0 1 16
fica que la anestesia disminuye su efecto durante la prime-

ra hora a una velocidad media de 1/16.)
A(2+h)—A(2) 16—(2+h)*—12
b) TvM[2,2+h]= (2+h)—A(2) _16—(2+h) =

= TVM[0,1]=

: 2+h—2 16h
Fig. 16.4. :_ﬂ
10 4+h 1

Algunos valores: c) TVI[t=2]=lim (_7]:_2 (Lo que significa que la
x| -4 -2 -1 1 2 4 e

anestesia disminuye su efecto a las 2 horas a razén de 1/4

x i —

f(x) 15/4 3/2 0 0 3/2 —15/4 bor hora)
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Derivadas

Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [2, 4]
para cada una de las funciones:

5|Y 51Y 519
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
X X X
12345 12345 | 12345
Fig. 16.5.
—f(2
En los tres casos hay que calcular w
-2 1 -2 1-
2 221 hiloy, gl 3
2 2 2 2 2

Tipo ll. Teoria de derivadas

5.

Observa las figuras anteriores.

a) En el punto x=2, ;cual de ellas tiene derivada mayor?

b) En el punto x=4, ;cual de ellas tiene derivada negativa?

c) En cada caso, indica (aproximadamente) los puntos con
derivada 0.

a) Trazamos las respectivas tangentes y comparamos. Es ma-
yor la de la figura a). En los casos b) y c) la tangente en
x =2 tiene pendiente 0.

b) También en el caso a).

c) Ena), 3;enb), 2,3y4enc), 225 33y4

Aplicando la definicion de derivada, halla f(—2) siendo
f(x)=x2—3x.

ooy A2

Como f(—2)=10y
fl—=2+h)=(—2+h)?=3(—2+h)=10—7h+h?, se tiene:

— 2__ — 2
Fle2)=lim 0=ThTh=10 . ~7h+ht
h—0 h h—0 h
=lim—h(_7+h)=—7
h—0 h

Halla los puntos de la curva y=x*—3x2+2 en los que su
derivada vale:
a) -3 b) 0 c) 2
y'=3x2—6x

a) Y=-3=3x-6x=3 = 3x*—6x+3=0=>x=1

b) ¥=0=3x—6x=0 = 3x(x—2)=0 = x=0, x=2.
€) y=2=3x—6x=2 = 3x—6x—2=0=

6460 3+15

6 3

= X

Halla la ecuacion de la recta tangente a f(x)=x?+3x en
el punto x=—1. Representa graficamente la curva y la
tangente.

La ecuacidn de dicha recta tangente es: y—f(a)=f"(a)(x—a)
Como f(—1)=—2y f(—1)=1, se tendra:

10.

11.

12.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

Fig. 16.6.

Se ha lanzado verticalmente hacia arriba una piedra. La

altura en metros alcanzada al cabo de t segundos viene

dada por la expresion e=f(t) =20t—2t2.

a) Halla la velocidad media en el intervalo de tiempo com-
prendido entre t=0y t =5 segundos.

b) ¢En algiin momento la velocidad de la piedra ha sido de
15 m/s? Si es asi, ¢a qué altura sucedié?

a) Se trata de calcular la tasa de variacion media en el inter-
valo [0, 5], que vale:
f(5)—(0) _50-0
5—-0 5
b) La velocidad de la piedra en el instante t viene dada por la
derivada, f(t)=20—4t

=10 m/s

Vale 15 cuando 20 —5t=15 = t= %

. 5 175
Su altura en ese instante es f " =? metros.

¢En qué puntos del intervalo (=3, 3) no es derivable la
siguiente funcion? Indica el motivo.

T2

T1

Fig. 16.7.

En x=—2, x=—1y x=0 por ser picos.
En x =2 por no ser continua.

¢En qué puntos no son derivables las siguientes funciones?
2x x+3

a X)=—— b X =—— —

) 1) x+1 ) f) (x—1) (x+5)

a) No es derivable en x= —1 porque no esta definida en ese
punto.
b) Por lo mismo, no es derivable en x=1y en x= —5.

¢Para qué valor de k es derivable la funcion
x2+kx x<-1

f(")={x—1 x=-1

en el punto x=-1?
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13.

14.
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Derivadas

El dnico punto que presenta dificultades es x = —1.
Continuidad:
Six = =17, f(x)=x*+kx > 1+k
Six— —1%, f(x)=x—1—> -2
Sera continua si1+k =-2 = k= -3.
xX=3x x<-1
Por tanto, f(x){x_1 =—1"
Ya hemos visto que esta funcion es derivable en todos sus
puntos.

¢Para qué valor o valores de k es derivable la funcién
kx2+x x<-—1

f(")={x—1 x=—1

Como antes, el Gnico punto que presenta dificultades es
x=—1.

Continuidad:

Six — =17, f(x)=k+x - k¥—1

Six— —1%, f(x)=x—1—> -2

Sera continua si k¥ —1=—2 = k*=—1. Como esta igualdad
es imposible, la funcién no es continua para ningdn valor de
k. En consecuencia, tampoco puede ser derivable.

2x+5
Dada la funcién f(x)={x:(+k

en el punto x=—1?

six<1
six>1

a) Determina k para que f(x) sea continua en x=1.
b) ¢Es la funcion f(x) para el valor de k calculado derivable
enx=1?

a) La funcion esté definida en x=1, siendo f(1) = 7. Para que
sea continua, ademas, debe tener limite en ese punto y
coincidir con su valor de definicion.

Por la izquierda: Six > 17, f(x) > 7
Por la derecha: Six — 1, f(x) > 1+ k=
=7=1+k = k=6

2x+5 six<1 .
Por tanto, f(x)= 46 i x>1 S continua en x=1 (y
siempre).
2 x<1
b) Salvo en x=1, f(x)= oy x>1

La funcion sera derivable en x=1 cuando las derivadas
laterales sean iguales.
Como f'(1) =2y f'(1*)=2, la funcidn es derivable en x=1.

Tipo lll. Practica de derivadas

15.

16.

130

Deriva y simplifica los calculos cuando sea posible.
a) y=2x2—5x+6 b) y=—3x*+2x2+7x—3
€) y=x*—5x3+2x d) y=§x3—x
a) y'=4x—>5
b) y'=—12x+4x+7
C) y'=4x—15x*+2
d) y=2x—1
4

a) y=—x*+7x b) y=3i+7x

4 4

3x4+7x 1 5
c) y= d) y=—x*——x+3
) y="— ) y=3x-7

17.

18.

19.

20.

21.

a) y'=3x+7;
b) y'=3x+7;
, 12x3+7

C) y=——"
)y4

Deriva y simplifica las siguientes funciones.
a) y=(x*+2x—1)(2x*—3);

b) y=2(x*+3)(x*—5x);

¢) y=—(x*—3x+5)(2x+4)

a) y'=(2x+2)(2x*—3)+(x*+2x—1)(4x)=
=8x>+12x*—10x—6

b) y'=2(2x)(x*—5x)+2(x2+3)(2x—5)=
=8x>—30x+12x—30

C) y'=—(2x—3)(2x+4)—(x*—3x+5)-2=—6x>+4x+2

Para las funciones anteriores, haz primero la multiplica-
cion indicada, deriva después y comprueba que el resultado
coincide.

a) y=(+2x—1)(2x*—3)=2x"+4x*—5x*—6x+3 =
y'=8x+12x*—10x—6

b) y=2(x*+3)(x*—5x)=2x*—10x>+6x2—30x =
y'=8x—30x*+12x—30

€) y=—(x*=3x+5)(2x+4)=—2x+2x*+2x—20 =
Y'=—6x*+4x+2

Deriva:
a) y=(x+4)°

b) y=(3x—2)"
0 y=(+2)’

d) y=—3(5x+1)*

a) y'=5(x+4)

b) y'=4(3x—2)*-3=12(3x—2)°

Q) y'=3(x+2)"2x=6x(x*+2)°

d) y'=—12(5x+1)"5=—60(5x+1)°

Deriva:
2x—3 2x
| = b =
)y 5x )y x2+3x
2 x2—3x
(o = d =
)y 4x2+3 )y x2—1
, 2-5x—(2x—3)-5 15 3
a) y=———"7"""= =
(5x) 25x%  5x?
b) , 20 +3x)—2x(2x+3)  —2x*
Y (x2+3x)* (x2+3x)?
,  —2:8x —16x
0 y=

(40+3)7 (4x+3)°
(2x=3)(x*—1)—(x*—3x)-2x _ 3x*—2x*+3

d) y'=
' (1)’ (1)
Deriva y simplifica cuando sea posible.
1 -3 2
a) y=—; b) y=—>x: ©) y=—
)y ox ) y=", ) y=1
- 6 —6
da = b = c i
) V=12 )V=2 )V="



22.

23.

24.

25.

26.

Derivadas

Deriva y simplifica:

a) y=+3x*+4x—5; b) y=+/(1+5x)>
. bx+4 _ 3x+2

23 +4x—5  /3x¢+4x—5

2;
b) y'= 3(1+5x) 53 :15(1+5X) :Em
2 (1+5x)°  2J1+5x 2

a) y

Deriva y simplifica:

a) y=(1+2x%){/x*—5x+2; b) y=%\/x2—x

2x—5
a) Y'=6XNx2—5x+2+(1+2¢3) —F—=
)y ( ) 2N x*—5x+2
b) , 3 2x-1 = 6x—3
VT ol —x 14dx—x

Deriva:

a) y=\3/3x—2x3;
a) y=+ x—28=(3x—2x)" =

b) y=3/(x*+2x)?

1 —2/3 1_2X2
= y'=—3x—2x (3—6x) =———
Y= 20) P60 =
2
b) y'= g( 242x) V3 (2x+2)
Deriva:
x2+3x 2x—3
a) y= ; b) y=\——
2x X
0 y= 2x2—3x
y 2—x?
1 2x+3

2y :\/_?‘ 2/ x%+3x

2x?—(2x—3)2x

b) y= Xt _ —x+3x
2x—3 X 2x—3
2 X2
(4x—3)(2—x%) —(2x*—3x)(—2x)
, (2—x%)°
) y'= =
\/ 2x2—3x
2
2—x?
, —3x>+8x—6
ES
22— \/2x2—3x
(2=x 2—x?
Deriva:
a) y=2x2—3 b) y=32x—x2

c) y=(2x+1)e*+!

a) y'=2x-231In2
b) y’=(2—2x):3%<1In 3
C) y':282x+1+(2X+1)2e2x+1:(4x+4)e2x+1

27.

28.

29.

30.
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a) y="; b) y=—¢,
X 1—x
Q) y=e*; d) y=1Jer
a) y,:eX'X—Z—eX:e"(xz—]_)
X X
b) y'= (eX+XeX)(1_X)2_XeX(_1) _ (1+x—x22)ex
(1-x) (1—x)
=1 o
QY i

d) y=vJe=e” = y:%ex/z

Derivay simplifica (piensa si puedes utilizar las propieda-

des de los logaritmos).
a) y=log (5x*)

c) y=(log (5x))°

b) y=log (5x)*
_ 2x—1
d) y=log o

a) y=log(5x?)=log 5+2log x = y’=E loge
X

b) y=log(5x)*=2log (5x)=2log 5+2log x = y’=E log e
X

) y'=2(log(5x))- 2= log o—20g (Gloge
X

2x—1
2

d) y=log (

)-log (2x—1)—log x* =
X

Deriva y simplifica:
a) y=In (2x*+3);

b) y=In (x*+3)*
) y=Iln (2x2+3)%

d) y=(In (2x2+3))2

a) y= 4x
Y 2x2+3
4x
b) y=In(x2+3)’=2ln (x*+3) = y'=
) y=In(x*+3) (xK+3)=y 213

o) y=In(2x¢+3)°’=2ln (2x*+3) =

) 4x 8

2+3  2x¢+3

4x  8xIn(2x2+3)
2043 2x¢+3

= y'=2

d) y'=2(In(2x*+3))-

Deriva y simplifica:

a) y=In/3x
¢) y=In (3V/x)

b) y=+/ln 3x
d) y=In (3—x)

1 1 1
a) y=Iln/3x=ln 3x)"’=—l 3x=—W2+—Inx=
1 2 2 2
= —
v 2x
b) y'= Ux  _ 1
2+ n3x  2x+/In3x

c) y=lIn (3\/;)=ln 3+nJx=lIn 3+%ln X = y'=2i
X
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31.

32.

33.

34.

35.
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Derivadas
-1 36.
, -1
3-Jx  6x—2x
Deriva y simplifica:
x ln x?
=ln| — =
a) y (3J b) y 3
ln x
) y=——r
)y ln 3
, X 2
a) y'=ln 3 =lnx*—In3=2lnx—Iln3 = y'=—
X
lnx2 2 2
b) y= ==lnx=y=—
)y 3 3 Y 3%
0 _lnx® 2lnx ,_ 2 1 2 37.
Y (n3 I(n3 J In3 x xln3
Deriva:
a) y=3sen x—5cos x b) y=xsen 3x
€) y=cos x-sen x d) y=cos 3x-sen x
a) y'’=3cos x+5sen x
b) y’=sen 3x+x3cos 3x=sen 3x+3xcos 3x
€) y'=—sen x-sen x+cos x-CcoSs Xx=Cc0s? x—sen? x=cos 2x
d) y’=—3sen 3x-sen x+cos 3x-cos x 38
Deriva:

a) y=x%cos 4x
c) y=sen? (3x—1)
Y'=2xcos 4x—4x’sen 4x

a)
b) y’=6x?—5sen 5x
c) y'=2sen(3x—1)-3cos(3x—1)

b) y=2x*—sen 5x

cos 2x
dy=""

d y=

XZ

Deriva:

__ —Sén x-sen Xx—Cos X-Cos

_ —2sen 2x'x—CO0s 2Xx _ 2xsen 2x+cos 2x

X2

1
b y=
Cos X

a) y=sen(lnx);
b) y=cos(lnx)

1
c) y=cos=;

X
d) y=+/sen x

a) y'= 1 cos (ln x)
X

b) y':—l sen (ln x)
X

1 1
) y'=—sen—
X X
cos x

d) y=—/—
)y 2~/sen x

a) y=tg (x’~1);
b) y=tg (x—1)
) y=tg* (x—1)

__ 2(x2— _2—X
a) y'=2x(1+tg¥(x*—1))= cos?(x2—1)
b) y’=2(x—1)(1+tgz(x—1)2):%

c) y=2tg(x—1)(1+tg’(x—1))

a) y=arcsen 2x;

b) y=arccos x%

c) y=arctg (3x+2);

d) y=arctg (x)?

a) y'= :

N

b) y,:_Z—X

3
1+(3x+3)?

2X
d =
)y 1+x*

Q) y=

Tipo IV. Variacion de una funcion

39.

X 1

0 y=

sen? x

a) y=e*sen 3x;
b) y=cos e
C) y=ecosx
a) y'=2e¥sen 3x+e*-3cos 3x
b) y'=—e*sen e

y'=—sen xe<=~

sen? x

40.

Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
cada una de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*+2x

b) f(x)=—x*+2x

a) f(x)=2x+2 = f(x)=0six=—1.
Six< -1, f(x) <0 = f decrece.
Six>—1, f(x) >0 = f crece.

b) f(x)=—2x+2 = f(x)=0six=1.
Six<1, f(x) <0 = f crece.
Six>1, f(x)>0 = f decrece.

Con la informacion obtenida indica el vértice de las para-
bolas anteriores. Represéntalas graficamente.

a) f(x)=x?+2x tiene su vértice en el punto V=(-1, —1).



Derivadas

Ademas es el minimo de la parabola.

Dando algunos valores se obtiene la curva asociada.
X =3 —2 -1 0 1

y 3 0 -1 0 3

Fig. 16.8.

b) f(x)=—x*+2x tiene su vértice en el punto V= (1, 1). Ade-
mas es el maximo de la parabola.
Dando algunos valores se obtiene la curva asociada.

|
)

|
-
—-
S
w4

Fig. 16.9.

41. Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
cada una de las siguientes funciones:
a) f(x)=x>—3x2+2 b) f(x)=—x*+2x

a) f(x)=3x—6x
3x2—6x=0 = 3x(x—2)=0 = x=0, x=2.
Si x<0, f(x) >0 = f crece.
Si0<x<2, f(x) <0 = fdecrece.
Six>2, f(x)>0 = fcrece.
Crecimiento: (—o, 0)=(2, +)
Decrecimiento: (0, 2)

b) f(x)=—x+2=0= x*=2 = x=—2, x=2
Si x <—/2, f(x) <0 = fdecrece.
Si —J2<x <\/E,f’(x) >0 = f crece.
Si x>+/2, f(x) <0 = fdecrece.

Crecimiento: (—\/E, \/E)

Decrecimiento: (—<, —\/E)u(ﬁ )
42. Con la informacion obtenida representa graficamente las
funciones anteriores.

a) La funcion f(x)=x>—3x2+2 crece ala izquierda de x=0y
decrece a su derecha. Por tanto tiene un maximo en x=0:
punto (0, 2).

Al decrecer a la izquierda de x =2y crecer a su derecha, en
x=2 hay un minimo: punto (2, 4).

Dando otros valores: (—1, —2), (1, 0), (3, 2),... se obtiene
la curva adjunta.

43.

44,
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Fig. 16.10.

b) f(x)=—x+2x tiene un minimo en x=—+/2 (a su izquierda
decrece; a su derecha, crece) y un maximo en x=\/E. Pun-

tos (—\/2—, —2\/2——4) y (\/E, 2\/2_—4), respectivamente.
Otros pares de valores: (=2, —18), (=1, —2), (0, 2), (1, 0),

(2, —4)
y
3L
2L
1L
o A
—2\¢/l 1\2 3%
—2l
—34
Fig. 16.11.

Considera la funcion f: [0, 2] — R definida por
f(x) =x+5—2sen x.
Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

. 1
f(x)=1—2cosx= f(x)=0si1—2cosx= cosx=E:>
™ 5w

= X=—0 X="—"
3 3
o SiOo=x <§, f(x) < 0= f(x) decrece.
o Si §< x < 5?17 f(x)>0 = f(x) crece.
.5 ,
o Si 3 < x =2, f(x) <0 = f(x) decrece.

51
3

5
Intervalos de decrecimiento: (0, g) U(?Tr 217)

™
Intervalo de crecimiento: (E'

. 1 .
Considera la funcion f(x)=ax+—. Determina los valores
x

del parametro a para los cuales la funcién es decreciente
en el punto de abscisa x=2.

1 1
fo)=ax+= = fl)=a—=
X X
Es decreciente en x=2 cuando f'(2) <0:
1 1
(2)=a——<0=a<—
f2)=a= ,
La funcién dada es decreciente en el punto de abscisa x=2

. 1
siempre que g< %
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Tipo V. Representacion grafica de funciones

45. Representa graficamente las funciones:

a) f(x)=x*—2x3
c) f(x)=x*—5x*+7x—3

XZ

e) f(x)=

x—1

a)

y
f)|= x4 — 2x3
14

—11

Min (3/2,|-27/16)

Fig. 16.12.

Q) flx) =x3 —5x2 + 7x — 3

Min (7/3, -32/27)

b) f(x)=|x—4|
) )=

1
f) f)=1
b)

Fig. 16.13.

d)

1

=3 —t— —F—
—4 —-3-2-11 1 2 3
Fig. 16.14. Fig. 16.15.
e) y
el
71
— x2 64
f =+ sl
4l
3L
2l
1{(-,4’
I R R T R N R N
Tt T T T
—5—4—37 11\1 2 3 4 5 6 7
y=x+/1(,«' ol x=1
34
—4 1
Fig. 16.16.
f) 1
=T

—3-2-1 1 2 3
Asintota y =0

Fig. 16.17.

46. Representa graficamente las funciones:

1
a) f(x) 3
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Fig. 16.18. Fig. 16.19.
C) d)

51 4]

4t 3

3+ 24

2 1]

14 S

o - A2

—4-3-2-1f] 1 2% FAIry

Fig. 16.20. Fig. 16.21.

Tipo VI. Otras aplicaciones de las derivadas

47.

48.

49.

50.

Calcula el vértice de la parabola f(x)=2x2+4x—1

En este caso el vértice es el minimo = f(x)=4x+4=0 =
= x=-1.

Six=-1, f(-1)=-3.

El vértice es V= (-1, —3).

Determina los puntos de la curva y=x*—x3 en los que su
derivada vale 0. A partir de esos puntos halla sus interva-
los de crecimiento y de decrecimiento.

Y =4x—3x2=0 = x%(4x—3)=0 = x=0, x=3/4.

Six<0, f(x) < 0 = fdecrece.

Si 0<x<3/4, f'(x) <0 = f decrece.

Six>3/4, f(x) >0 = f crece.

Intervalos de decrecimiento: (—o, 0) y (0, 3/4)

Intervalo de crecimiento: (3/4, +«).

Nota: A ambos lados de x=0 la funcién decrece = en x=0
hay un punto de inflexion.

Halla los coeficientes a, b y c de la funcién f(x) =ax?+bx+c
sabiendo que corta al eje 0Y en el punto (0, 4) y que la
recta y =x es tangente a ella en el punto (2, 2).

Pasa por (0, 4) = f(0)=4 = 4=c

Pasa por (2, 2) = f(2)=2 = 2=4a+2b+c
(f(x)=2ax+b) f(2)=1= 1=4a+b
fx)=x2—3x+4

¢En qué punto de la curva y=x*—3x la recta y=x—4 es
tangente a ella?

y=2x—3=1=x=2.
Si x=2, y= —2. El punto de tangencia sera (2, —2).



51.

52.

53.

Derivadas

Dibuja la grafica aproximada de f(x) sabiendo que la de su
derivada es:

Fig. 16.22.
Ademas pasa por los puntos (—2, —2), (0, 1) y (2, 0).

Como f(x)< 0 en (—%, —2)U(0, 2) = la fucién decrece en
esos intervalos.

Como f(x) > 0 en (=2, 0)U(2, +) = la fucidn crece en esos
intervalos.

Como pasa por (—2, —2), (0, 1) y (2, 0) una posible grafica
para f(x)es la siguiente.

2y
1
| W X

2 3

Fig. 16.23.

Dibuja la grafica aproximada de f'(x) sabiendo que la de

f(x) es:
I, 7
2 —i 1 2
14

Fig. 16.24.

Como f(x) crece en los intervalos (—, —1) y (1, +») =
f(x)> 0 en esos intervalos.

Como f(x) decrece en el intervalo (=1, 1) = f(x) < 0 en ese
intervalo.

En x=0 la funcion tiene un punto de inflexién = f(0) =0: en
x=0 la derivada toma un valor minimo.

Una posible grafica para f(x) es la siguiente.

2y

N
w —+

!
—3-2— 1

Fig. 16.25.

Halla los puntos de la curva y=i en donde la tangente es
x

perpendicular a la recta y =x.

54.
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Las rectas perpendiculares a y = x tienen pendiente m= —1.
Por tanto, hay que buscar los puntos de la curva y=i con
derivada iguala a —1. ¥
y’=fi2=71 =S X=b=x=2yx=2.

Six= 12, y=—2. Punto P= (-2, —2).

Six=2,y=2.Punto Q= (2, 2).

Las pérdidas o ganancias de una empresa, expresadas en
centenas de miles de euros cuando han transcurrido t aios,
2t—4

sigue la funcion: f(t) 2

a) Determinar el afo en que la empresa deja de tener pér-
didas.

b) ¢Es creciente la ganancia? ;En qué afio la ganancia su-
pera los 100000 €?

c) ¢Existe limite para la ganancia? En caso afirmativo,
¢cudl es ese limite?

2t—4
a) Dejara de tener pérdidas cuando f(t) =0 = EZO =
=t=2.

Deja de tener pérdidas a partir del sequndo afio. (Después
de dos afos.)

b) f’(f)=(t+2)

siempre es creciente.
Para una ganancia superior a 100000 € = f(t)>1

;> 0 para cualquier valor de t = la ganancia

2t—4
—>1=2t—4>t+2=t>6
t+2

A partir del sexto afio.

4
) =2, la ganancia tiene un limite, que es de

.2t
c) Como lim

X—0

200000 €.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1.

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) =—x?+8x
en el intervalo [1, 4].

fO)—F1)_16-7_,

VML 41 == = 5

Halla la derivada de f(x)=—x?+6x. ¢(Cuanto vale esa deri-
vada en los puntos x=0, x=3 y x=4?

fx)=-2x+6 = f(0)=6; f(3) =0; f(4) = -2

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva
f(x)=—x2+6x en el punto de abscisa x = 4.

y—f(4)=f(4)(x—4) = y—8=—2(x—4) = y=—2x+16

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(x)=2x2—8x+1. ;Donde esta el vértice de esta parabola?
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Derivadas

f(x)=4x—8 = f(x)=0enx=4.

Si x<4, f(x) <0 = decrece

Six>4, f(x) <0 = crece

El vértice lo tiene en el maximo, en x = 4. Punto (4, 1)

Las siguientes funciones no son derivables en los puntos
x=—1yx=1. ;Por qué?

3 2
2 1

-2 -1 1 2
-1 2

Fig. 16.26.

En la primera, la funcién tiene sendos picos.
En la segunda, no esta definida.

Para esas mismas funciones, ;en qué punto la derivada
vale 0?

Enx=0.
Calcula las derivadas de f(x)=(5x2—3x+6)’

f(x)=2(5x2—3x+6)(10x—3)

10.

Deriva: f(x)=+/x*—5x
L, 3x—5
f(x)_Z«/x3f5x

Deriva:

a) f(x)=ln (3x—2)

A F=5

b) f(x)=2xcos x—x?sen x—(2sen x—2xcos x)=
=4xc0os x—x?sen x—2sen x

b) f(x)=x%cos x—2xsen x

4
a) Aplica la formula de la derivada de f(x)=—, para cal-
x

cular f(—=2), f(2) y f(20).

b) ¢Es creciente f(x) en algin punto? ;Por qué?

, —4
a) fF=——:
X 2 f/( 2) _4
e parax=—2, f(—2)=— -
p (-2
, 4
e para x=2,f(2)=7§:71
4 1
e parax=20, f(20)=——=—
P 11z0) 20? 100

4 4
b) f'(x)=*—2< 0, para todo x; en consecuencia, f(x)=— es
X X
decreciente para todo punto de su dominio.



Actividades

1. Halla una primitiva de las siguientes funciones:
a) f(x)=-2x b) f(x)=1
c) f(x)=6x° d) f(x)=2x-3

a) F(x)=—x%, pues F(x)=(—x?)'=—2x
b) F(x)=x+3, pues (x+3)'=1
c) F(x)=x°—2, pues F/(x)=6x"
d) F(x)=x2—3x, pues (x*—3x)'=2x—3

Halla las integrales siguientes:
a) f(—4x)dx b) fldx=fdx
c) f 7x5dx d) fsdx

a) f(—4x)dx=—2x2+c
b) [1dx=[dx=x+c
0 [7xdx=x+c

d) [sdx=sx+c

Calcula las siguientes integrales:
4x3
—_ 2 _—
a) f(10x 6x?)dx b)f 3 dx

X
c) —6|(x—2)d d) | —dx
) =6 [(x-2)ax ) I3
a) f(le—6x?)dx=f10xdx—f6x2dx=

=5f2xdx— 2f3x2dx=5x2—2x3+c

4x3 1 1

b) f%dx=§ f4x3dx=§x4+c
) —6J (x—2)dx=—6f xdx—6 | (—2)dx=

—3f2xdx+12fdx=—3x2+12x+c

2 2 1 1

d) f%dxz E-gdx=f?xdx=gf2xdngx2+c
Calcula las siguientes integrales:
a) f0,7dx b) fxdx

<) f(_28—2x+1)dx d) IZ:ﬁdx

a) f0,7dx=0,7x+c
2
b) fxdx=x7+c
c) f(—Ze*ZX“)dx:e*ZX“-l—c
d) f;dx=\/3x—1+c
2+/3x—1

Calcula las siguientes integrales:

a) f2(3x—1)2dx b) fﬁdx

17

a) f 2(3x—1)’dx= f 2(9x2—6x+1)dx = f (18x2—12x+2)dx=

=6f3x2dx—6f2xdx+f2dx=6x3—6x2+2x+c

Y P SV W R SRV O M S
e mm e i o

1
=E\/4x+3+c

6. Halla el area del recinto comprendido entre la curva
y=—x*+5, el eje 0Xy las rectas x=1y x=2.

El recinto es el sombreado en la figura adjunta.

| | X

T : T T T :
—3/L2—1 41 2\3

Fig. 17.1.

Su éarea vale,

2 X3 2
f (—x*+5)dx= (—?+5x)
1

1

22 14_8

3 3 3

Problemas propuestos

Tipo I. Integrales indefinidas

1. Comprueba en cada caso que F(x) es una primitiva de f(x).
a) F(x)=5x2+2x—1 = f(x)=10x+2
b) F(x)=—x*+4 = f(x)=—3x2
€) F(x)=cos’x—x = f(x)=—2cos x-sen x—1

Basta con derivar.

2. Dala funcién f(x) de la que F(x)=4/x*+x es una primitiva.

2x+1
Su derivada: =F(x)=——F—=.
N

Calcula las siguientes integrales:

3. a) f 4xdx; b) f 2x3dx;
0 2 (e-1)dx: d) [ (~4)dx
a) f4x2dx=§x3+c
b) f2x3dx:2TX3 +c
c) Zf(xz—l)dx=2 xzdx—Zfdx:%xs—Zx-i-c
d) f(—4)dx=—4x+c

4. a) f(4x2—3x+4)dx; b) f(2x3—5)dx;
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4 3
3) f(4X2—3X+4)dX=§X3— PR

X
) J(e—s)d="—5x+c

a) f3X;‘4dX,

3x+4

b) %f(x2+2x— 1)dx

4
x2+ +c
5

1 1 1
b) —J (+2x—1)dx=—x*+—-x——x+c
) zf e+ D)=+

a) fx2(3x—5)dx; b) fx(3x—5)zdx

3 5
a) fx2(3x—5)dx=3 x3dx—5 xzdxzzﬂ—gxﬂ-c
b) fx(3x—5)2dx=fx(9x2—30x+ 25)dx=
xdx=

xX3dx—30 | x?dx+25

9 25
=—x—10x*+—x*+c
4 2

- 2
a) f 7dx, b) f ;dx;
-3 4
0 f7dx, d) f;dx
-1
a) f;dx:;-i-c
1
b) | —dx=—
X3 X+c
-3 1
C) f;dx:;%-c
1
d) isdx=——
X X+c
a) JxJxax; b) [ gdxi
X
<) fﬁdx

2
a) fx\/;dx=fx3/2dx= EX5/2+C
b) fﬁdx:fx‘l/zdx:&“z-i-c

c) f—dx fxl/zdx——xm—i-c

a) f % dx;
©) f 2x1— 1 dx;

3
) f;dx=3ln x+c

b) f_dx

d) f zx_ldx

b) —dx 3ln(x—1)+c

x—1

9 f5m
3
9 fo—l =3
10. a) f%dx,

a) f3x+4dx f(3+i)dx—3x+4ln x+c
X
xX—2x+1 x 2 1
——dx=) | ———+—|dx=
b) f 3x X f( 3 3x) X

X 2
=———x+— ln x+c
6 3 3

1
dx— > In(2x—1)+c

In(2x—1)+c

x2—2x+1
b) f e dx

11. Las siguientes integrales son inmediatas (pueden hacerse
viendo la tabla). Obsérvalas con detenimiento escribe su

resultado.

a) f (3+x)‘“dx; b) f (2x*—1)°-6x2dx
2x 1

C dx; d cos~/ xdx

) f x2+6 )f 2Jx

) f(3 +x)4dx=(3+TX)5+c

2¢—-1)°
f(2x3—1 *-6x2dx= (2¢-1)

o J-=
d) f— cos \/;dx=sen\/;(+c

+c

dx In (x*+6)+c

2Jx
Calcula las siguientes integrales:
1
dx. X dxe
12. a) 18[5 ;% b) [
2x—3
C dx
) J‘x2—3x
a —d =63 ) ——dx=6 ) ——dx=
)1 f f3 +1 f3 +1
=6(In(3x+1)+c)=6In(3x+1)+
X 1 1
b) fx2+6 f2+6dx=zln(x2+6)+c
)f dx In(x2—3x)+c

13. a) [6esdx; b) [6esdx;

C) f4e3"dx; d) f4e2"+3dx

a) f6exdx=6ex+c

b) f 6e¥dx=_2e¥>+c



14.

15.

16.

17.

18.

Introduccion al célculo integral

) f4e3xdx= § e¥*+c

d) f4e2”3dx=2e2”3+c

a) [(2e—1)dx: b) [(2e>+x)dx;
C) f2e2;+xdx

a) f(ZeX—l)dx=2eX—x+c

2
b) [ (2e+x)dx=evt Zc

2e%+x 1 1
f x=—e*+—x*+c
3 6

a) f 2cos xdx; b) f cos 2x dx;

c) f(—5cos 3x)dx

) f2cos xdx=2sen x+c
1
b) fcos 2xdx=z sen 2x+c

c) f(—5cos 3x)dx=—§sen 3x+c

a) f 3sen 3xdx; b) f 2sen 4xdx;

©) f(—ZSen 5x)dx; d) fsen %xdx

a) f3sen 3xdx=—cos 3x+c
1
b) f25en 4xdx=— 5 cos 4x+c
2
c) f(—25en 5x)dx=§ cos 5x+c

3 2 3
d) fsen—xdxz ——cos —x+c
2 3 2

f(—3e"+ 2sen 2x—cos 3x—2x)dx

f(—3e*+2$en 2x—0S 3x—2x)dx=

1
=—3e*—(o0s 2x— ; sen 3x—x%+c

a) f (2+2tgx)dx; b) f c;szx
) f tg xdx

a) [(2+2tg xydx=2f (1+tg? x)ax=2tg x+c
b
) fcosz
sen x
tg xdx=
) f g xax fCOSX

dx=—tg x+c

dx=—Incos x+c
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Tipo Il. Integrales definidas
19. En los siguientes casos halla el area de la region sombrea-

da (la parte curva es la grafica de la funcién indicada en
cada caso):

a)

d)

y=x+cosx

Fig. 17.2.
f4 X +3|dx x X2+3 4
LS (XX 5] =%
) ).\ 6 2 .
2
b)f (x¥*—3x+2) dx—(——?’i+2)
X5 4x3 64 (—64) 128
—XHax)dx=|—-—+— || =—=—-|—|=—
C)f( X)X(s 3)2 15 (15) 15
T 2 "
d) fo (x+cos x)dx= (X?—sen x)

En los siguientes problemas halla, dibujando la curva previamen-
te, el area de la region:

2

0

20. Limitada por la curva y=i, el eje 0X'y las rectas x=1y
xX=b. X

Fig. 17.3.

S=f: 3dx=4lnx|i=4ln4

21. Limitada por la curva y= 26x

% el eje OXy las rectas x=1

y x=4. (Véase grafica del ejemplo 8 de la unidad 16.)
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22.

23.

24.

25.
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4 bx 4
5=f1X2+1dx—31n(x2+1)|1:3(ln 17—1n2)=3ln (17/2)

Limitada por la curva y=+\/;, el eje OX y las rectas x=1
yXx=4.

Fig. 17.5.

2 14
5=f:\/;dx=§x3/z|:=?

3
Limitada por la curva y=)§(, el eje OX y las rectas x=0y
x=13.

Fig. 17.6.

3 %3 x P27
Xa=X| =<2
03 12], 4

Limitada por la curva y=x?, el eje 0Xy las rectas x=—2y
x=2.

—x2

=T

|
w
|
N
|
-
—-
o A
w 4+

-2

Limitada por la curva y=x?+1, el eje 0X y las rectas
x=—-1yx=1.

Fig. 17.8.

J:j (x*+1)dx= (§+x)

1

-1

26. Limitada por la curva y=e*, el eje 0X y las rectas x=0y

x=2.

x=0yx=m.

Fig. 17.10.

fﬂsen xdx=(—cos x)| =—cos(m)—(—cos 0)=2
0

ko
0

. Limitada por la curva y=2+cos x, el eje OX y las rectas

x=0yx=mr.

y|= 2 + cos x

Fig. 17.11.

fﬂ (2+cos x)dx=(2x+sen x)| =2m
0

™
0

. Halla el area comprendida entre la curva y=—x2+5x y el

eje 0X.



30.

31.

Introduccion al célculo integral

Fig. 17.12.

3 2
[ 5(x2+5)dx:(x—+5i)
0 3 2

Halla el area comprendida entre la curva y=x?—4x+4y los
ejes de coordenadas.

5

125

6

0

La curva y=x?—4x+4 corta al eje OX en x= 2.

y=|x2 —4x + 4

Fig. 17.13.

2

2 x3
f (—x*—4x+4)dx= (? - 2x2+4x)
0

0

Halla el area comprendida entre la curva y=x*—4x*+4x y
el eje 0X.

La curva y=x*—4x*+4x corta al eje OXen x=0y x=2.

vy =x3|— 4x2 + 4x

Fig. 17.14.

3 2
fz(x3—4x?+4x)dx= £—4i+2x2
0 4 3

0

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 10 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1.

Escribe dos primitivas de f(x)=7.

Ix+1
7x—3

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

¢éDe cudl de las siguientes funciones es F(x)=In(x?+x)+1
una primitiva?:

2x 2
a) Ll)=— 7 b) £.0)=—"7
2x+1
C) fl(x)_ tx
2x+1
0 filx) x

éPor qué F(x)=3x>—2x no es una primitiva de f(x)=x3—x??
F(x)=6x—2%#f(x) (Seria al revés: f(x) es una primitiva de F(x).)

Halla las siguientes integrales:

a) [ (2x-3)dx; b [ %dx

a) f(2xf3)dx=x273x+c b) f%dx=%x+c

Calcula:
2x
a) fxz+1dX; b) fSe"dx
2x
a) fx2+1dx=ln(x2+1)+c b) f5exdx=5ex+c
Halla:
a) f(—SSen x)dx; b) f%‘dx

a) f(—SSen x)dx=5cos x+c

cos 1
b) IT)(dx=§sen x+c

Calcula el valor de fi(—x+4)dx

fi(—x+4)dx= (—X?Z+4x)

1

=7,5—3,5=4

Halla el area del recinto limitado por la recta y=1x+2, el
eje 0Xy las rectas x=—1y x=3. 2

> 3
f3(1x+2)dx= (X——I— ZX)
12 4

-1

7
=37 10
4 4

¢Cuanto vale la superficie sombreada? (Utiliza los resulta-
dos del problema resuelto n.° 7b.)

Fig. 17.15.
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6 1 6
f —dx=Inx| =ln6—Iln2=In3
2 X 2

10. Halla el area comprendida entre la parabola y=—x?+1y el
eje 0X.

Fig. 17.16.
1 x3

[ (e 1)de= (——+x)
—1 3

2 cuestiones para investigar

1

3

-1

2. Laintegral definida puede utilizarse también para calcular
el area comprendida entre dos curvas. Observa la siguiente
secuencia de figuras.

f f
/é\_/‘/
g g
a b a b a b
Fig. 17.17.

142

Si has captado la idea aplicala para calcular la superficie
comprendida entre la curva y=x>*—3x y la recta y=x.

(Si no has captado la idea, vuelve a mirar las figuras.)

(Si sigues sin captarla, pregintale a tu profesor o profesora.)

La region es la sombreada en la figura adjunta.

=x3 — 3x
y 2y

Fig. 17.16.

5:fi(x3—3x)dx—f02 xdx+f2xdx—f2(x3—3x)dx=

=

2

=8

0

’ Xt
+]2x°——
_ 4



Actividades

1.

Ocho alumnos, tomados al azar, teclean 40 lineas de texto
en un ordenador. El tiempo empleado, en minutos, y el
nimero de errores cometidos, fueron:

Tiempo (X) 9 10 12 13 15 15 22 25
Errores (Y) 18 20 30 15 21 10 32 20

a) ¢Existe correlacién entre los datos?
b) Da una explicacion de las diferencias respecto al ejerci-
cio anterior.

a) La nube de puntos asociada sugiere una correlacion lineal
muy débil.

30+ o« °
254
8 20+ e L °
g 15+ °
104 °
51
—t—t+—+—
5 10 15 20 25
Tiempo
Fig. 18.1.

b) En el Ejemplo 1, las 8 personas tenian una destreza similar;
por tanto, a mas tiempo, menos errores. Aqui, los 8 alum-
nos han sido elegidos al azar.

Halla el coeficiente de correlacion de la distribucion dada
por la siguiente tabla:

X 4 71 3 9
Y 3 6 7 5

X=5,75; 5,=2,385
y=5,25; s, = 1,479
s, = —0,188 r=-0,053

a) Halla la recta que mejor se ajuste a los datos:

X 1 3 4 5 6
Y 3 4 6 6 8

b) Mediante esa recta, estima el valor de Y para x=2y
x=1.

a) y=1,7027+0,972973x; r=0,96
b) 3,648y 8,5135

En una poblacién, la media de los pesos de sus habitan-
tes es de 65 kg y la de las estaturas 170 cm, siendo sus
desviaciones tipicas de 5 kg y 10 cm, respectivamente. Se
sabe ademas que el coeficiente de correlacion lineal entre
ambas variables es de 0,8.

a) Halla las dos rectas de regresion.

b) ¢Cuanto se estima que pesarad un individuo que mide

180 cm? ;Qué altura corresponde a un peso de 75 kg?

Sy

a) Como sabemos: r= siendo s _la covarianzay s y s las
xy X y

5.5,
desviaciones tipicas de la variable X (peso) e Y (estatura).
%: S, =40.
Las ecuaciones de las rectas de regresion son:
de Y sobre X: Y—170=1,6(X — 65)
de X sobre Y: X—65=0,4(Y—170)
b) Para Y= 180, empleando la recta de regresion de X sobre Y,
se obtiene, X=69 kg.
Para X=175, con la recta de regresion de Y sobre X, se ob-
tiene Y=186 cm.

Der=0,8,s =5ys =10, se tiene 0,8=

Problemas propuestos

Tipo I. Correlacién a partir de nubes de puntos

1. Elnidmero de espaiioles ocupados (en millones) en la agri-
cultura, para los ainos que se indican, era:

Afio 1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994

2,1 2,04 1,96 1,74 1,69 1,49 1,25 1,16

a) ¢Podria explicarse su evolucion mediante una recta de
regresion?

b) ¢Qué limitaciones tendrian las estimaciones hechas
por esa recta?

a) Si, pues la nube de puntos se ajusta bien a una recta

41 y=—0,0714x + 7,8879
3 r2=10,973
2 \“\
1
—t—t—t—t—1—+—
80 82 84 86 88 90 92 94
Fig. 18.2.

b) Esta recta de regresion no seria valida para hacer esti-
maciones alejadas de los afios considerados. Por ejemplo,
para el afio 2011 obtendriamos —0,0341 millones de ocu-
pados en la agricultura; cifra que carece de sentido.

(La recta de regresion es Y= —0,071369(X — 1980) + 2,17833.
El coeficiente de correlacion lineal vale r= —0,986392.)

2. El departamento de control de calidad de una empresa de
instalacion de componentes electrénicos desea determi-
nar la relacion entre las semanas de experiencia de sus
trabajadores (X) y el niimero de componentes rechazados
(Y) a esos trabajadores la semana anterior.

A B C D E F G H I J
7 8 10 1 4 5 15 18 4 8
22 35 15 42 26 30 16 20 31 23

a) Representa el diagrama de dispersion asociado a esos
. i a iacion li ?
datos. ¢Sugiere la grafica alguna asociacion lineal?
b) ¢Cémo calificarias la correlacion?
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404,
35 .
304 °%
254+ °

20+ .
15+ ° e,
104

N° de rechazos
o

~ 4
(o)
=y
n
=y
(=)}
n
o

Experiencia

Fig. 18.3.

Podra ajustarse la recta de trazos.
b) Salvo para la persona B, la correlacion parece fuerte e
inversa.

Dos conjuntos de datos bidimensionales tienen como co-

eficientes de correlacion r=—-0,83, r=0,51.

a) Representa graficamente dos conjuntos de puntos cuyas
correlaciones reflejen aproximadamente las dadas.

b) Razona cual de los dos conjuntos estarda mas con-
centrado respecto a sus correspondientes rectas de
regresion.

a) Por ejemplo:

Y|[r=-0,83 Ylr=o0,51
(o)
° OO ° o (o)
° o o
o ° ° R °
[e]
X X
Fig. 18.4.

b) La concentraci6n sera mayor cuando la correlacién sea mas
fuerte, y esto sucede cuando r=—0,83.

Asocia las rectas de regresion y=—x+16, y=2x—12,
y=0,5x+5 a las nubes de puntos siguientes:

y a vy by c
161 . 161
16t L e° $ o
00 ©° o % 82
9) o] 4
8 Oo o 0 ° 8 © OO 8 gooo
o %o
8 16 X 8 16 X 8 16 X
Fig. 18.5.

y=—x+16 — (c);
y=2x—12 —(b);
y=0,5x+5 — (a).

Asigna los coeficientes de correlacion lineal r=0,4,
r=-0,85y r=0,7, a las nubes de puntos del problema
anterior.

a) - 0,4;
c) —» —0,85

b) — 0,7;

En el afio 1995, la renta per capita por habitante y la es-
peranza de vida para la mujer, en seis paises, se da en la
siguiente tabla:

Renta (milesde $) 11,7 06 24 17 31 10
Esperanzadevida 75 54 70 55 70 72

a) Representa la nube de puntos asociada.

b) ¢Qué tipo de correlacion observas? ;Piensas que es li-

neal? (Te damos otros puntos para que contrastes tu
opinion: (1,5, 72), (15,7, 79), (0,9, 61), (8,5, 75)).

a)

o

oo

o
o
o

U o N
o

o

Esperanza de vida

Renta
2 4 6 8 10

Fig. 18.6.

b) Con los puntos dados inicialmente podria suponerse que la
correlacion es lineal; de hecho, r=0,7547. No obstante, la
correlacion adecuada es exponencial (o logaritmica) aunque
con los nuevos datos no termine de verse claro. Piénsese
que para paises con esperanza de vida muy baja, un minimo
incremento en la renta produce notables aumentos en la
esperanza de vida, mientras que para paises con vida media
muy alta es muy dificil aumentarla. La relacién renta-espe-
ranza de vida se ajustaria a una curva como la siguiente.

3

'S 80

L]

=70 Q °

©

g 60

g 5019°

w Renta
2 4 6 8 10

Fig. 18.7.

Se han tomado ocho medidas de la temperatura (X) de una
bateria y de su voltaje (Y), y se obtuvieron los siguientes
datos:

X 10,0 10,0 23,1 23,5 34,0 345 45,0 45,6
Y 430 425 450 460 470 480 495 510

a) Sin efectuar calculos, razona cual de las siguientes rec-
tas es la recta de regresion de Y sobre X para los datos
anteriores:
y=350—-2,1x; y=460—2,1x; y=406+2,1x

b) Para 25 grados, ;qué voltaje seria razonable suponer?

a) Puede observarse que al aumentar la temperatura también
lo hace el voltaje; por tanto, la correlacion es positiva.
Como el signo de la correlacion es el mismo que el de la
pendiente de la recta de regresion, la (nica recta posible
esy=406+2,1x.

b) Para esa ecuacidn, si x =25 se tiene
Y =406 +2,1-25 = 458,5.



Demuestra que las dos formulas dadas para la covarianza
son equivalentes.

_2(x=R0)
n

Operando en Sy se tiene:

Xy

o 2N DRy X )
n n

_Exiy,._z)?yf _2xg7+ 257 _Exiyf__z;y,.__ 2x; +ﬂ
T n n n n ~ n XY n
Exiyf

===

Sxy
n X

n

Que es la segunda expresion de la covarianza.

Tipo Il. Calculo de la correlacién y regresion

9.

10.

11.

¢Qué se entiende por correlacion entre variables? ;Qué es
el coeficiente de correlacion lineal? ;Qué valores puede
tomar ese coeficiente? Si el coeficiente de correlacion es
cero, ;Como son las variables?

Ver parte tedrica.

Para los datos del problema 2, halla con ayuda de la calcu-

ladora:

a) Las medias y desviaciones tipicas marginales.

b) La covarianza.

c) El coeficiente de correlacién lineal.

d) La recta de regresion de Y sobre X.

e) El nimero de rechazos que hay que esperar para una
persona con 20 semanas de experiencia.

Sumas:
2x,=80; 2y,=260; 2x?=884; 2y?=7420; 2x,y,=1788
a) X=8;5,=4,93963;

y=26; 5,=8,12403

b) Sy = 178,8 —8-26 = —29,2

c) r=-—29,2/(4,93963-8,12403) = —0,72763
d) y=—1,19672x + 35,5737

e) 11,6, que aproximamos a 12.

a) Calcula la recta de regresion de Y sobre X en la distribu-
cion siguiente realizando todos los calculos intermedios.

X 10 7 5 3 0

b) ¢Cual es el valor que corresponderia segiin dicha recta
ax=7?

a) Formamos la tabla:

X Y X? y? XY
10 2 100 4 20
7 4 49 16 28
5 6 25 36 30
3 8 9 64 24
0 10 0 100 0

SX=25 3YV,=30 3X?=183 IV?=220 3XY,=102

12.

13.
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Distribuciones bidimensionales

Se obtiene.
1
X=5; sj=%3 —52=11,6;
_ 102
y:6; Sxy: ? —5‘62_9,6

La ecuacion de la recta de regresion es
s
y_y:_sxg (x—x) = y=—0,8276x + 10,138

b) Si X=7 = Y=4,3448.

La siguiente tabla ofrece los resultados de seis pares de
observaciones realizadas para analizar el grado de relacién
entre las variables X e Y.

a) Representa los pares de datos. ;Se observa correlacion
lineal entre ellos?

b) Halla el coeficiente de correlacion lineal y coméntalo.

c) Halla y representa la recta de regresion de Y sobre X.
¢Hay garantias de que esa recta pueda utilizarse para
estimar Y a partir de X?

a)
4
3 o
2 o/ o
1 o /o
1 2 3 4
Fig. 18.8.

Posiblemente si, pero pienso que se necesitarian mas
datos.

b) r=0,6919; su valor es grande, pues explica casi el 50% de
la variacion de una variable a partir de la otra.

€) y=1,35x29x — 2. Las garantias son casi de un 50%.

ElL nimero de bacterias por unidad de volumen, presentes
en un cultivo después de un cierto nimero de horas, viene
expresado en la siguiente tabla:

X: N.° de horas 0 1 2 3 4 5
Y: N.° de bacterias 12 19 23 34 56 62

Calcula:

a) Las medias y desviaciones tipicas de las variables, ni-
mero de horas y nimero de bacterias.

b) La covarianza de la variable bidimensional.

c) El coeficiente de correlacion e interpretacion.

d) La recta de regresion de Y sobre X.

Sx=15; 2y,=206; 2x?=55; 2y?=9170; 2.x,y,=701
a) X=2,5; 5,=1,70782; y=34,3333; 5,=18,6964

b) s, =31

¢) r=0,97086

d) y=10,6285x + 7,7619
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Se esta experimentado la resistencia a la rotura de una
determinad fibra textil. Para ello se ha medido el diametro
de la fibra y el peso que soporta hasta la rotura, obtenién-
dose los siguientes datos:

Didametroenmm (X) 1 1,2
Peso en kg (Y) 12,5 18

1,4
25

1,6
32

1,8 2
41 52

a) Representa el diagrama de dispersién asociado a esos
datos. ¢Sugiere la grafica alguna asociacion lineal?
b) ¢Cémo calificarias la correlacion?

a)

504
451

w w N

o Ul O

1 1 1

T T T
o

25+ o

n
o
T
T

Resistencia (kg)

15+
10+
51

05 1 15 2
Didmetro (mm)

Fig. 18.9.

Claramente se adivina una correlacion lineal
b) Positiva y muy fuerte.

Con los datos del problema anterior, halla:

a) La recta de regresion de Y sobre X y determina la resis-
tencia a la rotura de una fibra de 2,5 mm de diametro.

b) La recta de regresion de X sobre Yy determina el diame-
tro minimo de una fibra para que soporte mas de 60 kg.

Utilizando la calculadora:
a) Y=39,0714-X—28,5238. Para X=2,5 mm, Y=69,1547 kg
b) X=0,02522-Y+0,74112. Para Y=60 kg, X=2,25 mm

Se ha medido la temperatura (en °C) y la presién atmosfé-
rica (en mm) en una ciudad, a la misma hora de siete dias
seguidos. Los datos fueron:

Temperatura 15 16 17 20 18 16 12

Presion 800 810 800 820 810 780 750

a) Representa estos valores en forma de nube de puntos.

b) De la representacion anterior se puede deducir el tipo de
dependencia que hay entre la temperatura y la presion?

c) Calcula el coeficiente de correlacion.

d) Halla la recta de regresion de presion sobre temperatura.

a) P
825 at
800 0%6°
775 ®
750 o
.
12 14 16 18 20
Fig. 18.10.

17.

18.

b) Directa.

c) r=0,868655

d) Presion = 661,45 + 8,244 - Temperatura.

d) Si x es la temperatura e y la presion, la recta es:
y=0661,45 + 8,244x.

La temperatura media anual, en °C, de varias ciudades, y el
gasto medio anual en calefaccion por habitante (en euros) fue:

22
20

Temperatura 10 12 15 16 18
Gasto 250 200 140 100 80

a) Representa la nube de puntos asociada. ;Qué correla-
cion observas? ¢Es fuerte?

b) Halla el coeficiente de correlacién y la recta de regre-
sion del gasto sobre la temperatura.

) ¢Qué gasto cabe esperar en ciudades con temperatura
media de 8, 17 y 26 °C? ;Te parece logico el resultado?

a) G
250 °
200 °
150 o
100 o
50
1 1 : ?

T
12 16 20 22

48
Fig. 18.11.
Es inversa y muy fuerte.
b) r=-0,98792
G= 430,655 —19,2896T
) G(8)=276,34 €; G(17) = 102,73 €; G(26) = —70,87 €.
Los dos primeros resultados son logicos. El tercer valor
es un disparate: por encima de una determinada tempe-
ratura el gasto en calefaccion suele ser nulo, pero nunca
negativo.

La altura (en cm), el peso y el niimero de zapato que usan
ocho alumnas de primero de bachillerato se dan en la si-
guiente tabla:

Altura 164 158 162 166 168 172 174 170
Peso 52. 55 53 50 51 56 52 53
Zapato 37 37 36 38 39 40 41 40

a) Representa las nubes de puntos asociadas a los pares de
variables altura/peso y altura/zapato. ;Qué correlacion
observas?

b) Halla el coeficiente de correlacién en cada uno de los
€asos.

155160165170175
Altura

155160165170175
Altura

Fig. 18.13.

Fig. 18.12.
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Distribuciones bidimensionales

En el primer caso no se observa correlacion. En el segundo,
la correlacion es directa y fuerte.

b) Altura-peso: r=—0,0877557.
Altura-zapato: r=0,920761.
Nota: Para chicas jovenes, en contra de lo que muchos su-
ponen, no existe correlacion clara entre la altura y el peso.
En diversos muestreos, con alumnas entre 16 y 20 afios,
hemos obtenido valores de r muy préximos a cero, tanto
positivos como negativos.

Los gastos de inversién (X), en miles euros, en la moder-
nizacién de equipos informaticos y el porcentaje de in-
cremento de beneficios (Y) de diez empresas de similares
caracteristicas, fueron:

X 3 358 11 25 8 65 5 15 75
Yy 3 4 10 8 6 9 7 5 12 7

Halla la recta de regresion del incremento de beneficios
sobre la inversion.

Sean Y=incremento de beneficio; X =1inversion.
Se obtiene: Y=2,74444 4+ 0,00062222 - X

En una poblacion la media de los pesos es de 70 kg y la de

las estaturas 175 cm. Las desviaciones tipicas son 5 kg y

10 cm, respectivamente y la covarianza de ambas varia-

bles es 40.

a) Estima el peso de una persona de esa poblacién que
mide 185 cm de estatura.

b) Usando el coeficiente de correlacion lineal, explica
hasta qué punto confia usted en la estimacion que ha
hecho en el apartado a).

a) Hay que hallar la recta de regresion del peso sobre la esta-
tura. Su ecuacion es:

40
y=70=1 - (x=175) = y = 70 =0,4(x— 175)

Para una estatura de x =185 cm, el peso esperado es
y=74kg.

b) El coeficiente de correlacion vale r=5i =r= =
sty 5010

Este valor de r indica que la correlacion es directa y
fuerte.
Una idea mas cuantitativa la da el coeficiente de deter-
minacion que es P =0,64, que indica que el 64% de las
variaciones observadas en la Y (el peso) son consecuencia
de las variaciones de la X (la estatura).

0,8

Cien alumnos prepararon un examen de matematicas. Se
representa por x el nimero de problemas hecho por cada
alumno en la preparacién y por y la calificacion obteni-
da. Sabiendo que las medias aritméticas de esas variables
fueron: x=9,2 e y=7,5, que el coeficiente de correlacion
entre esas variables fue 0,7 y que la desviacion tipica de
la variable y fue el doble que la de la variable x, se pide
obtener, razonadamente:

a) Las ecuaciones de las rectas de regresion de y sobre x y

de x sobre y.

22.

23.
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b) La calificacién que la adecuada recta de regresion pre-
dice para un alumno que sélo hizo 6 problemas durante
la preparacién del examen.

Datos:
X=nlmero de problemas hecho; x=9,2; s, desconocida
Y = calificacion obtenida; y=7,5, s, desconocida, pero s,=2s,

Sy

a) Coeficiente de correlacion r=
5.5,

=0,7 = (por 5,=2s,) =

Sy ,
= 0,7="7 = 5,=2:0,7,
X

Sy

Y
2
Sy

0,757

= 0,7= >

2=>Sxy

Sustituyendo en las ecuaciones:

S, _
y=y= Si =(x—X) = y—17,5=2:0,7(x—9,2) =
= y=1,4x—5,38
_ s _ 0,7
X—X= Sxi =(y-y) = X—9,2=7(.V_7r5) =

= x=0,35y+6,575

b) Si un alumno hizo 6 problemas su calificacion esperada
sera:
y=1,4-6—5,38=3,02

La tabla adjunta muestra las calificaciones de ocho alum-
nos en la asignatura de Lengua en la primera y segunda
evaluacion:

1.2 Evaluacion (X) 6 3 4 8 8 7 5 6
22 Evaluacion(Y) 7 5 4 7 8 9 3 5
a) Representa la nube de puntos.

b) ¢Dirias que la correlacién es fuerte?
c) Traza a ojo la recta que mas se ajusta a esos puntos.

a)
c10+ }
O B
G 8+ 00
o .
. 4t ko
o~ RG]
21
| | | | |
T T T T T
2 4 6 8 10
12 Evaluacion
Fig. 18.14.

b) Existe correlacién lineal, aunque parece moderada.
c) Es la linea de trazos

Para los datos del problema anterior halla las rectas de
regresion de Y sobre X'y de X sobre Y. ;:Son iguales?

De Y sobre X: y=10,83x+ 1,12

De X sobre Y: x=0,63y + 2,075

No son iguales. Puede verse que despejando x en la primera se
tiene x=1,2y — 1,35.

Tiene en com(n el centro medio de la distribucién (5,875, 6).
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=10
2 8
2 5 Y sobre X
= 6
D4
& 2
X sobre Y
2 4 6 8 10
12 Evaluacion

Fig. 18.15.

Tipo lll. Estimacion a partir de la recta de regresion.
Aplicaciones

24,

25.

26.
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La altura, en cm, de 8 padres y del mayor de sus hijos va-
rones, son:

Padre 170 173 178 167 171 169 184 175
Hijo 172 177 175 170 178 169 180 187

a) Calcula la recta de regresion que permita estimar la
altura de los hijos dependiendo de la del padre; y la del
padre conociendo la del hijo.

b) ¢Qué altura cabria esperar para un hijo si su padre mide
174? ;Y para un padre, si su hijo mide 190 cm?

a) Hijo=168,1853 + 0,621859 - Padre.
Padre = 77,4406 + 0,545082 - Hijo.
Si Xindica la atura del padre e Y la del hijo, se tendria:
Y=68,1853 +0,621859 - X;
X=1717,4406 + 0,545082 - Y.
b) 176,4 para el hijo; 181 para el padre.

Los aiios de 7 arboles y el diametro de su tronco, en cm, se
dan en la siguiente tabla:

Afios 2 4 5 8 10 14 20
Diametro 10 15 17 20 23 25 27

a) Calcula, utilizando la recta de regresion, el diametro
que se puede predecir para arboles de 10 y 20 aiios.

b) Compara el resultado anterior con los valores observa-
dos en la tabla. Razona el porqué de las diferencias.

a) X=afos; Y=diametro.
x=9; s =5,83; y=19,57; s,= 555 r= 0,93563
y=11,55+0,89 - x.

b) Y(10) = 20,45; ¥(20) = 29,35.
Las diferencias son debidas a que la recta de regresion da
una media del valor esperado.

Durante su primer afo de vida han pesado a Marta cada
mes. En la tabla siguiente se dan sus pesos:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Y 32 37 42 53 57 65 68 72 79 77 8 85

En esta tabla, x representa la edad en meses e y el peso en
kilogramos.

27.

28.

29.

30.

a) Calcula la media y la desviacion tipica de los pesos.

b) Determina la ecuacion de la recta de regresion de y so-
bre x, explicando detalladamente los calculos que haces
y las formulas que utilizas.

a) y=6,225, 5,=1,7181
b) y=0,48706x + 3,05909
Otros resultados: r=0,97861; x=6,5; 5,=3,45205

Utilizando la recta de regresion de x sobre y correspon-
diente a la distribucion siguiente:

X =altitud (m) 0 184 231 481 911
y=temperatura (°C) 20 18 17 12 10

Calcula la altitud de una ciudad en la que la temperatura
media es de 15°.

Hay que calcular la recta de regresion de x sobre y:
-_ SX —_—
x—X=—5=(=¥)
y
Con la calculadora se obtiene: x=1595,7 — 80,2y

Para y =15° x=392,7 metros._
(Otros parametros: X= 361,4; y =15,4; s =314,8; 5 = 3,77)

Se toman siete individuos al azar y se mide la concentra-
cion de una determinada sustancia en sangre venosa (X) y
arterial (Y), obteniéndose:

a2 (1 (7[5 4 13 6
Yy 2 1 10 6 5 3 8

a) ¢Qué ecuacion lineal nos permite estimar, para cada in-
dividuo, su concentracion arterial sabiendo la venosa?

b) ¢Qué valor arterial estimariamos para un individuo con
venosa 5?

a) La recta de regresion de Y sobre X, que es: y=1,5x— 1.
b) y(5)=6,5

La tabla adjunta da los rendimientos (Y, en toneladas) de
10 parcelas han sido tratadas con diversas cantidades de
fertilizante (X, en kg):

X 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Y 29 32 31 38 35 42 51 48 53 5.2

a) Halla la recta que nos permita predecir los rendimien-
tos de una parcela en funcion de los kg de fertilizantes
utilizados.

b) ¢Qué rendimiento cabe esperar si se utilizan 95 kg de
fertilizante?

a) Y=0,02939X + 1,90545
b) ¥(95) = 4697,5 kg

Se quiere construir una escuela a la que acudan los nifos y
nifas de 6 pequeiios nicleos de poblacién de una comarca.



La posicion sobre el plano y el nimero de nifios de cada
pueblo se dan en la tabla:

Pueblo A B C D E F
Nifios 30 15 10 35 8 5
Posicion (3,4) (2,5) (5.4) (2,2) (6,6) (9,4)

a) Determina el pueblo mas adecuado para construir la es-
cuela, sin tener en cuenta el nidmero de nifnos.
b) Haz lo mismo teniendo en cuenta su niimero.

a) Las coordenadas del centro medio son x = 4,5, y= 4,17.
El pueblo mas cercano a ese punto es C.

b) Las coordenadas del centro medio ponderado son: )?p = 3,23,
¥,=3,62.
El pueblo mas cercano a ese punto es A. (Quiza sea esta la
mejor solucion.)
Véase el grafico.

8
6
4
2

2 4 6 8
Fig. 18.16.

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1.

¢Qué tipo de correlacion existe entre las siguientes pares

de variables?

a) Precipitacion mensual/venta de paraguas.

b) Namero de habitantes por médico/mortalidad infantil
en un pais.

c) Nimero de habitantes por médico/consumo de gasoli-
na.

d) Edad/reflejos.

a) Directa; b) Inversa; c) Inversa (Es espuria, pues, aunque
a mayor ndmero de personas en un pais por cada médico el
consumo de gasolina es menor, lo primero no es causa de lo
segundo; la causa esté en que el pais es mas pobre y, por tan-
to hay menos médicos, menos coches, menos escuelas, etc);
d) Inversa.

Considera los siguientes diagramas de puntos.

Fig. 18.17.
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Fig. 18.17.

¢En cudl de ellos la correlacion lineal es mas fuerte?
En a), aunque podria dudarse entre a) y c)

Indica alguna situacion real que se ajuste, aproximada-
mente, a cada una de las nubes dadas.

Por ejemplo:

a) Velocidad de un coche y distancia de frenada.
b) La descrita en la cuestién anterior, apartado a).
c) La descrita en la cuestion anterior, apartado b)
d) Edad y simpatia.

¢Qué coeficiente de correlacion asignarias a cada una de
las nubes de puntos de la cuestion 2?

a) r=-0,8
b) r=-0,2
c)r=0,7

d) r=0,93

a) —> ¢);
b) — d);
c) = b);
d) - a)

Asocia las siguientes rectas de regresion a las nubes de
puntos de la cuestion 2:
a) y=—0,5x+4

) y=2x+1

b) y=x -2
d)y=—x+5

a) — d);
b) — b);
c) > a);
d) - )

Representa la nube de puntos asociada al siguiente con-
junto de datos bidimensionales:

X 1 2 3 4 5
Y 21 25 31 42 45

=D WA o,

1 2 3 45
Fig. 18.16.
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Con los datos anteriores, y sin efectuar calculos, razona
cual de los siguientes valores es su coeficiente de correla-
cion: 0,3, —0,9, —0,1, 0,98.

La correlacion es directa y fuerte: la Gnica posibilidad es
0,98.

Para los mismos datos, sin efectuar calculos, ¢cual de las
siguientes rectas es la de regresion de Y sobre X?:
y=2,1+4,5x,

y=1,33-0,37x,

y=1,33+0,65x,

¥y=4+0,65x

La recta de regresion tiene pendiente positiva y corta al eje
0Y entre 1y 2; la Gnica posibilidad es y = 1,33 + 0,65x.

10.

La recta de regresién asociada a un conjunto de datos es
y=1,33+0,65x. Para el valor x=3,5, ;qué prediccion de
la variable Y es razonable efectuar?

v(3,5)=1,33+0,65-3,5=3,605.

Las estimaciones hechas a partir de una recta de regresion
son mas fiables cuando su ecuacion se ha obtenido a partir
de:

a) 2 pares de datos.

b) 20 pares de datos.

c) 200 pares de datos

d) Es independiente de los datos considerados.

Toda estimacion es mas fiable cuando aumenta el tamafio de
la muestra, siempre y cuando los elementos se obtengan por
algln procedimiento aleatorio.



Actividades

1.

Halla el espacio muestral de los experimentos:
a) Tirar tres monedas.
b) Tirar dos dados con seis caras numeradas del 1 al 6.

a) E={CCC, CCX, CXC, CXx, XCC, XCX, XxC, Xxx}

b) Al tirar un dado pueden obtenerse seis puntuaciones: 1, 2,
3, 4, 5, 6. Por cada una de ellas, el otro dado proporciona
otras seis, luego el total de resultados es 6 -6 = 36:
E={(11) (1,2) ... (1,6) (2,1)...(2,6)...(6,1)...(6,6)}

En el experimento de lanzar tres monedas, halla la pro-
babilidad de los sucesos A={sacar mas caras que cruces},
B = {sacar al menos una cruz} y C={sacar como maximo
dos cruces}.

El espacio muestral consta de ocho elementos (ver Ejercicio
de aplicacién 1). Luego

4 1
P(A):§:E pues los casos favorables son: CCC, (CX, CXC,
XCC.
1 7

P(B) =1 — P(«no sacar cruces») = 1— 3-8

7
P(C)= 3 yaque los casos favorables son todos menos XXX.

En un banco hay dos alarmas A y B. En caso de atraco, la pro-
babilidad de que se activen A, B o ambas, es: P(A) =0,75,
P(B) =0,85, P(ANB) =0,65. Calcula la probabilidad de que:
a) Se active alguna de las dos;

b) Se active sélo una de ellas;

¢) No se active ninguna.

a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 0,75 + 0,85 — 0,65 = 0,95
b) P[(A—B)U(B—A)] = P(A—B) + P(B—A) =

= P(A) — P(ANB) + P(B) — P(ANB) =

=0,75—0,65+0,85 — 0,64 =0,3
¢) P[(AUB)] = 1— P[(AUB)] =1 — 0,95=0,05

Si de una urna, que contiene 3 bolas blancas y 4 negras,
hacemos tres extracciones con reposicion (volviendo a
meter la bola después de cada extraccién), halla la proba-
bilidad de:

a) sacar dos blancas solamente;

b) sacar, al menos, una blanca;

c) sacar mas blancas que negras.

a) P(«2 blancas exactamente») = 3-

~N|w

~N|w
~N |

=~0,315

b) P(«al menos 1 blanca») =1 — P(«4 negras») =

c) P(«mas blancas que negras») =
= P(3 blancas») + P(2 blancas y 1 negra) =

Sabiendo que la probabilidad de los sucesos siguientes es:
P(A)=0,6, P(B)=0,9 y P[(ANB)] =0,46, ;qué se puede
decir sobre la independencia de Ay B?, ;de A°y B?

P(ANB)=1—P[(ANB)] =1—10,46 =0,54=P(A)-P(B), luego
Ay B son independientes.

P(B) = P[(A*“NB)U(ANB)] = P[(A‘NB)]+P[(ANB)] pues los su-
cesos A“NB y ANB son incompatibles y B= (A“NB)U(ANB).
Por tanto,

0,9 = P[(A“NB)] + 0,54 = P[(A°“NB)] =0,9 — 0,54 =0,36 =

= P(A°) - P(B), asi que A°y B son independientes.

La probabilidad de que un conductor bajo los efectos del
alcohol tenga un accidente es 0,1. ;Cual es la probabilidad
de que no tenga accidente si conduce ebrio?:

a) en tres ocasiones;

b) en siete ocasiones

Si A es el suceso «tener accidente bajo efectos del alcoholy,

tenemos:

a) P(A“NA‘NA9)=0,9°=0,729, suponiendo que los sucesos A
son independientes y por tanto los A.

b) En este caso, la probabilidad de no sufrir accidente en las
7 ocasiones es 0,97 =0,478.

La poblacién estudiantil de un IES se reparte, entre 3° y
4° de Secundariay 1° y 2° de Bachillerato, segiin el 32, 30,
21y 17 %, respectivamente. Los porcentajes de alumnas
en esos cursos son: 52%, 55%, 59% y 64°%. Elegido un
alumno al azar, ;qué probabilidad hay de que sea varon?

De acuerdo con el diagrama del arbol y designando por
H = {ser varén} y M = {ser mujer}, tenemos
P(H)=0,32-0,48+0,3-0,45+0,21-0,41+0,17-0,36 = 0,4359

Del total de vehiculos que circulan por una autovia, un
8% son motocicletas y el resto, automéviles. La probabi-
lidad de que se pare a repostar, en cierta gasolinera, un
coche es del 5%, siendo del 12% que lo haga una moto.
Si en cierto instante esta repostando un vehiculo, ;qué
probabilidad hay de que sea una moto?

Sean M, Ay R los sucesos circular en moto, automévil y
repostar en la gasolinera, entonces la probabilidad pedida
se calcula:

0,08-0,12

P(M/R)=
(H/R) = 5,08:0,12 + 0,92-0,05

=0,173

Problemas propuestos

Tipo I: Sucesos. Probabilidad de Laplace

En una ciudad hay tres periddicos A, By C. Describe, median-
te las operaciones con sucesos, las siguientes situaciones:
a) Ser lector de algiin periodico.

b) Leer Ay Cy no leer B.

c) Leer sélo uno de ellos.

d) Leer al menos dos diarios.

e) Leer, como maximo, dos diarios.

a) Situacién recogida por el suceso unién: AUBUC
b) Leer los diarios Ay Cy excluir B, se contempla en ANCNB-.
c) Leer sélo el diario A o B o C, se expresa por:

(ANB'NC)U(ANBNC)U(ACNBENC)
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d) Asegurar la lectura de dos diarios, sin excluir el tercero se
pone: (ANB)U(ANC)U(BNC)

e) Supone ser lector de uno o de dos diarios como maximo:
AUBUC— (ANBN()

Escribe el espacio muestral derivado del experimento:
«repartir al azar tres cartas en tres buzones». Construye
el suceso A= {sélo una carta llega a su destinatario} y su
contrario.

Los sucesos elementales son 6 y podemos representarlos por:
E={C,("), C,(4), C,(k)} siendo C,(1}, C, (j), C,(k) introducir la carta
1, 2y 3 enelbuzdni, j, k, respectivamente e j, j, k cualquiera de
las 6 permutaciones formadas con 1, 2 y 3.

A=1C(1). ). (@) (O G2) C(1): G, G), G}y
A° estéd formado por los otros 3 sucesos elementales.

Una urna contiene dos bolas blancas y dos negras. Se ha-

cen cuatro extracciones con reemplazamiento. Encuentra:

a) Los sucesos A: «s6lo ha salido una bola negra»; B: «la
segunda extraccion es bola negrax.

b) P(A), P(B), P(ANB), P(AUB), P(A—B).

Si n designa bola negra y b bola blanca.
a) A= {bbbn, bbnb, bnbb, nbbb};
B={nnnn, nnnb, nnbn, bnnn, nnbb, bnbn, bnnb, bnbb}

4 1 8 1
b PU === PB) ==

Como ANB = {brbb} = P(ANB) = %

Por tanto: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) =

4,8 1. 1
16 16 16 16

1 1 3
P(A—B) = P(A) — P(ANB) =~ — — = —
(A~ B)=P(A) ~ PANB) = 7 — ===

Un dado numerado de 1 a 6 se ha lastrado de modo que
la probabilidad de obtener un niimero es proporcional a
dicho nimero. Si se lanza una vez, halla la probabilidad de
que salga una puntuacion impar.

La probabilidad de sacar la numeracion i es P(i)=k-i, i=1,
2, ..., 6, ademas

P(1U2U3U4U5U6) =1 =

P(1U2U3U4U5U6) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1

o k+ 2k+ 3k + 4k +5k+6k=1 = 21k=1= /<=%

1 3 5 9 3
P(1U3U5) = P(1) + P(3) + P(5) = — + — + > =— ==
( V=P PO PO =t gt T T

Se sabe de los sucesos Ay B que P(A)=2/5, P(B)=1/3y
P(ANB°) = 1/3. Halla P(AUB) y P(AUB)

P(A°NB) = P[(AUB)] =1 — P(AUB) = 1/3 = P(AUB) =2/3
Y por la probabilidad de la unién:
2/3=2/5+1/3—P(ANB) = P(ANB) =1/15

Sean Ay B dos sucesos tales que:
P(AUB) =3/4, P(B*) =2/3, P(ANB) =1/4.
Halla: P(A), P(B) y P(A‘NB).

10.

11.

P(B)=1-P(B)=1/3
3/4=P(A) +1/3 — 1/4 = P(A) = 2/3
P(A‘NB) = P(B — A) = P(B) — P(ANB) = 1/3 — 1/4 = 1/12

¢Son compatibles dos sucesos Ay B si se sabe que
P(ACUBC) #1?

Si porque P(A‘UBY) =1— P(ANB) #1 = P(ANB) >0,
luego ANB +# J, y por tanto son compatibles.

De una baraja espanola de 40 cartas se eligen al azar, si-
multaneamente, cuatro cartas. Halla la probabilidad:

a) De que se hayan elegido al menos dos reyes.

b) De que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo.

a) Hallemos la probabilidad del suceso pedido recurriendo al
suceso contrario:
Con Cm, n designamos las variaciones de m elementos to-
mados de n en n:
P(«al menos 2 reyes») =1 — P(0 reyes ) — P(1 rey) =

C364 C363

=1 g o
C40,4 C40,4
36-35-34-33 36-35-34

=1— —4i+ 4 =1-0,957=0,043
40-39-38-37 40-39-38-37

b) P(«sélo 3 del mismo palo») =

:4-C10,3'C30,l _ 44-10-9-8-30 0,158

Cos 40-39-38-37

A un Congreso asisten 130 personas, de las que 85 hablan
castellano; otro conjunto, inglés y 35, ambos idiomas. Si
se escogen 2 personas al azar, ;qué probabilidad hay de
que se entiendan sin traductor?

Del enunciado se deduce que 50 personas s6lo hablan cas-

tellano y llamando x las que sdlo hablan inglés, resulta:

50+ 35+ x=130 = x=45.

Asi, acudiendo al suceso contrario:

P(«se entiendan 2 personas») = 1 — P(«una solo hable castellano
50 45

u otra sélo inglés») = 1—2-EE=7

Diez personas se sientan en una fila de 10 butacas. Calcula
la probabilidad de que las dos mayores estén juntas.

Las diferentes formas de sentarse en un banco 10 personas
son las permutaciones P, = 10!. Los casos favorables a la dis-
posicion P, P,3 456 7 8 9 10 son P,=8! que se repiten 9
veces hasta la disposicion 12345678 P P,

Todos estos casos se multiplican por 2, que corresponde al
cambio entre P, y P,. Entonces,
9-2

P(«2 mayores juntasy») = 810|

_1
5

Un cartero reparte tres cartas al azar entre tres destinata-
rios. Calcula la probabilidad de que, al menos, una de las
tres cartas llegue a su destino correcto.

El suceso contrario al considerado, es que no se reparta
ninguna carta correctamente, lo que ocurre en estas dos
situaciones:



12.

13.

14.

Probabilidad

(,(1) C(2) G,(3) o (,(1)
carta C en el buzon j. Por consiguiente,
P(«acertar en al menos una cartay) =

=1—P(«no acertar en ninguna») =1—2/6 = 4/6.

Se distribuyen tres bolas indistinguibles en dos urnas Ay B.

a) Escribe todas las configuraciones posibles, esto es: des-
cribe el espacio muestral asociado a este experimento.

b) Calcula la probabilidad de que la urna A contenga exac-
tamente 0, 1, 2 o 3 bolas.

a) Siindicamos con a o b cada una de las bolas que hay en la

urna A o en la B, respectivamente, el espacio muestral es:  18.

E={aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb}
b) P(0 bolas en A) = P(bbb) =1/8; P(1 bola)=3/8;
P(2 bolas)=3/8; P(3 bolas)=1/8

De una baraja de 40 naipes, se extraen dos cartas simulta-
neamente. Calcula las siguentes probabilidades.

a) Sean del mismo palo.

b) Una de oros y otra de copas.

Utilizaremos la regla de Laplace y el célculo combinatorio:

10 19
2 3 :

2

)

b) P(oros y copas) = (—)25

P(del mi lo) =4=—L=
a) P(del mismo palo) (40) 3

40
2

Se lanzan cuatro monedas simétricas. ;Cual es la probabi-
lidad de obtener al menos dos caras?

P(«al menos 2 caras») =1 — P(0 caras)
=1-1/16+4/16=1—"5/16=11/16

—P(1 cara) =

Tipo Il. Probabilidad condicionada

15.

16.

Calcula la probabilidad P(AUB) sabiendo que P(A) =0,3,
P(B)=0,5 y P(A/B)=0,2.

=P(B)-P(A/B)=0,5-0,2=0,1 entonces,
=0,3+05—-0,1=0,7

20.

P(ANB)
P(AUB)

Sean A y B dos sucesos con P(A)=0,5 P(B)=0,3 y
P(ANB) =0,1. Calcular las probabilidades P(A/B); P(A/ANB);
P(ANB/AUB); P(A/AUB).

roym-L408,_01_1

PA/ANE)= P(ANANB) _P(ANB) _,
P(ANB)  P(ANB)

piar/ang) < FANE) 0,1 1

(ANB/AV )_P(AUB) 05+0,3-0,1 7 21
PIAN(AUB) _ P(A) _5

PUA/ALE)= P(AUB)  P(AUB) 7

(,(2) C,(3), siendo C(j) introducir la 17,
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Sean Ay B dos sucesos de un espacio de probabilidad de
manera que P(A)=0,4, P(B)= 0,3, y P(ANB)= 0,1. Calcula
razonadamente:
a) P(AUB);
c) P(A/B);

b) P(ACUBY);
d) P(ANEY)

a) P(AUB)=0,4+0,3—0,1=0,6
b) P(ACUBY) = P(AﬁB)f]—1—01—09
P(ANB)_ 01 1
O PAB)=2E ~ 03 "3
(

d) P(ANBY) = P[(AUB)]=1—0,6 = 0,4

Se lanzan dos dados. Halla:

a) La probabilidad de que una de las puntuaciones sea par
y la otra impar.

b) La probabilidad (condicional) de que una de las puntua-
ciones sea par, sabiendo que la suma de las dos es 7.

33
2. == =

a) P(«par e impary) = -

1 ya que también puede ser
2

impar-par)
b) P(«par»/suma 7) =1 pues para sumar 7 un sumando ha de
ser par.

Un banco sortea un viaje entre los 100 clientes que han

abierto una cuenta bancaria en el altimo mes. De ellos, 56

son mujeres, 82 estan casados y 43 son mujeres casadas.

Se pide:

a) Probabilidad de que toque el viaje a un hombre soltero.

b) Si el afortunado es casado, ¢cual es la probabilidad de
que sea mujer?

Formemos la tabla de contingencia siguiente:

Mujeres Hombres TOTAL
Casados 43 39 82
Solteros 13 5 18
TOTAL 56 44 100
5 1
a) P(Hombre soltero) =——=—
100 20

b) P(Mujer/Casados) ==

Una entidad bancaria tiene tres sistemas de alarma in-
dependientes, cada uno con una probabilidad de 0,9 de
dispararse en caso de robo. Si se produce un robo, calcula
la probabilidad de que:

a) Ninguna alarma suene.

b) Suene una sola alarma.

c) Alguna alarma suene.

Designemos por S.= {suene la alarma 7}

a) P(S1N S;N S5)= P(S7)-P(S3)-P(S5)=(1—0,9)*=0,001

b) P[(S;:N SN SHUSIN S, N SHUSIN S5N S5)]=
=0,9-(0,1)?+0,1-0,9-0,1+(0,1)?-0,9=3-0,9-(0,1)?=0,027

0 P(S,USUS)=1-P(5;N SN S)=1-0,001=0,999

. Un archivador tiene 9 cajones. Una carta tiene una probabi-

lidad de 1/9 de estar en el archivador y si esta, tiene igual
probabilidad de estar en cualquier cajon de los nueve.

153



22.

23.

24.
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Probabilidad

a) ¢Cual es la probabilidad de que esté en el cajon noveno?
b) Abrimos ocho cajones y no esta la carta ;qué probabili-
dad hay de que esté en el noveno cajon?

a) P(«esté la carta en el 9° cajon») = P(«esté en archivadory).

p .. 1
«esté 9° cajony) =— 1_1
9 9 81

P(
b) P(esté en el 9° cajon/no esta en los 8 anteriores) =
= P(esté en archivador)z%
Se tira un dado dos veces y se consideran los sucesos

A={sacar suma 7} y B= {al menos una puntuacién es mal-
tiplo de 3}. ¢Son Ay B sucesos independientes?

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5.2),(6,1)} = P(A):P(A):% :%
P(B) =1 — P(sacar 1,2,4,5 en los dados) =

A 4_, 45

T 66 9 9

PANB) = PB4, (4,3)) = == # PA)- P(B) y Los sucesos

no son independientes

Una prueba consta de dos ejercicios. Por anos anteriores,
se sabe que aprueban el primer ejercicio el 60% de los
alumnos, en tanto que sélo lo hacen el 25% en un segundo
ejercicio. Ademas, la probabilidad de aprobar el segundo
ejercicio habiendo superado el primero es 0,4.

a) ¢Qué porcentaje de alumnos aprueban los dos ejercicios?
b) De los alumnos que aprueban el segundo ejercicio, ¢qué

porcentaje aprueba el primero?

a) P(aprb.1°Maprb. 2°) = P(aprb.1°) - P(aprb.2°/aprb.1°) =
=0,6-0,4=0,24 0.24

b) P(aprb.1°/aprb.2°) =—

) Plaprb.1/aprb.2°) ==

’

=0,96, 96%

Sean Ay B dos sucesos tales que P(A) = 0,40, P(B/A) = 0,25
y P(B) =b. Halla:

a) El menor valor posible de b

b) El mayor valor posible de b

a) Como P(ANB) =P(A)-P(B/A)=0,4-0,25=0,1y ANB C B,
la menor probabilidad de B es 0,1 cuando B — A.

b) P(AUB)=0,4+b—0,1=0,3+b y como el valor maximo
de la probabilidad es 1 = 6=0,7.

Tipo lll. Probabilidad total

25.
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Para regular la conduccion de agua desde el punto A al B,
se dispone de tres valvulas de funcionamiento indepen-
diente. (Fig. 19.1). La probabilidad de que esté abierta
cada valvula es 0,9. Halla la probabilidad de que, en un
momento dado, no circule agua de A a B.

26.

27.

28.

29.

El agua discurre si las dos valvulas V, y V, estan abiertas o lo
esta la V. Asi,

PL(V,NV)UV, 1= P(V,NV)+P(V,)—P(V.NV,N V;)=
=0,9-0,9+0,9-0,9-0,9-0,9=0,981 y

P(no discurra agua)=1-—0,981=0,019

Un determinado dia, cierto individuo tiene una probabi-
lidad 0,1 de ir al cine de su barrio y un 0,85 de que se
proyecte una pelicula bélica en él. Si no va al cine y ve la
television, la probabilidad de que emitan una pelicula de
ese género en la TV es 0,05.

a) ¢Cual es la probabilidad de que no vaya al cine y vea una

pelicula bélica?
b) ¢Y de que no vea una pelicula bélica ese dia?

Sea C={ir al cine} y B={ver pelicula bélica}:
Sugerencia: Construir un diagrama de arbol
a) P(CCNB) = P((%) - P(B/(*)=0,9-0,05=0,045
b) P(B%) = P(C) - P(B*/C) + P(C*) - P(B*/(") =
=0,1-0,15+0,9-0,95=0,87

En cierta comunidad, un 20% de sus integrantes esta en
paro teniendo, de entre ellos, un 10 % estudios superiores.
De los empleados, el 25% alcanzan ese nivel de estudios.
Elegido un individuo al azar, halla la probabilidad de:

a) Que esté en paro y no tenga estudios superiores

b) Que tenga estudios superiores.

c) Que teniendo estudios superiores esté en paro.

Sea P= {estar en paro} y £S = {tener estudios superiores}.
Sugerencia: Construir un diagrama de arbol
a) P(PNESY) = P(P)-P(ES‘/P)=0,2-0,9=0,18
b) P(ES)=0,2-0,1+0,8-0,25=0,22
P(PNES) 0,2:0,1 1

O PEES) = ey 022 1

Una caja contiene tres monedas. Una moneda es corriente,
otra tiene dos caras y la otra esta cargada de modo que
la probabilidad de obtener cara es 1/3. Se selecciona una
moneda al azar y se lanza al aire. Halla la probabilidad de
que salga cara.

Diagrama de arbol:

172 , ¢
ml
1/3 127 X
1/3 1 C
m
=
1/3 13, ¢
m
Fig. 19.2.
11 1 11 11
P(Cara) === 414+ =—
( ) 32 3 ! 33 18

Tres cajas tienen las siguientes composiciones: A= {5 bo-
las blancas y 2 negras }, B={7 bolas blancas y 1 negra}
y C={2 bolas blancas y 8 negras}. Se escoge al azar una
caja y se extraen dos bolas sin reemplazamiento. Calcula
la probabilidad de que las bolas sean del mismo color.



30.

Probabilidad

P(«igual color») = P(bb) + P(nn) =
_ 154,211,176 1(21 87) 4
376 76) 387 31109 109

En cierta floristeria recibieron cantidades iguales de rosas

y gladiolos, cuyo color es blanco o amarillo. EL 60% de los

gladiolos es de color amarillo, mientras que el 70% de las

rosas es de color blanco.

a) Si elegimos una rosa, ¢qué probabilidad tenemos de que
sea de color amarillo?

b) Si cogemos dos gladiolos, ;cual es la probabilidad de
que sean de distinto color?

¢) ¢Qué proporcion de flores son de color blanco?

a) P(Amarilla/rosa) =0,3
b) P(BlanconAmarillo) + P(AmarilloNBlanco) =
=2-0,6-0,4=0,48

c) P(Blancas) :%-0,74—% -0,4=0,55=0,55%

Tipo IV. Probabilidad Bayes

31.

32.

33.

Un joyero compra los relojes a dos casas proveedoras. La
primera le sirve el 60% de los relojes, de los cuales el
0,4 % son defectuosos; la segunda, le proporciona el resto,
siendo defectuosos el 1,5 %. Un dia, el joyero, al vender un
reloj, observa que éste no funciona. Halla la probabilidad
de que el reloj proceda de la primera casa proveedora.

Aplicando Bayes:
P(«1? casa»/ «reloj defectuoso») =
3 0,6-0,004

~0,60,004+0,4:0,015

=0,937

Imagina que hay una epidemia de célera. Un sintoma muy
importante de la enfermedad es la diarrea pero este sin-
toma también se presenta en personas con intoxicacion e,
incluso, en personas que no tienen nada serio. La proba-
bilidad de tener diarrea teniendo célera, intoxicacion y no
teniendo nada serio es 0,99, 0,5 y 0,004 respectivamente.
Por otra parte, se sabe que el 2% de la poblacion tiene
colera, el 0,5 %, intoxicacion y el resto, 97,5 %, nada serio.
Se desea saber:
a) Elegido al azar un individuo de la poblacion, ;qué pro-
babilidad hay de que tenga diarrea?
b) Se sabe que determinado individuo tiene diarrea, ¢cual
es la probabilidad de que tenga célera?

Sean D, C, I, N los sucesos que designan, respectivamente:
tener diarrea, célera, intoxicacién y nada serio.
a) P(D) = P(C) - P(D/C) + P(I)- P(D/I)+ P(N) - P(D/N) =

=0,02-0,99+0,005-0,5+0,975-0,004 =0,0262

0,2-0,99

b) Por Bayes: P(D/C) 0.0262 0,7557
Dos urnas tienen las siguientes composiciones: la primera,
7 bolas blancas, 5 negras y 3 verdes y la segunda, 10 blan-
cas, 4 negras y 6 verdes. Se traspasa una bola, escogida al
azar, de la 1° urna a la 22 y a continuacion se extrae, una
bola de esta urna que resulta ser verde. ¢Cual es la proba-
bilidad de que la bola traspasada fuera blanca?

34.

35.

36.
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El traspaso de bola de la 1° a la 22 urna da lugar a las siguien-

tes composiciones:

A,={11b, 4n, 6v} con probabilidad 7/15

A,={10b, 5n, 6v} con probabilidad 5/15

A,={10b, 4n, 7v} con probabilidad 3/15, entonces si V es el

suceso extraer bola verde en la segunda ocasion:

PUAIV)= 7/15-6/21 _ 14
7/15-6/21+5/15-6/21+3/15-7/21 31

Un bien es producido en tres fabricas diferentes F1, F2 y
F3, a razén de 100, 140 y 160 unidades diarias. Ademas,
se sabe que un 30%, 45% y 20 %, respectivamente, de las
cantidades producidas son para exportar. Si se elige una
unidad del bien al azar, ;qué probabilidad hay de que sea
para exportar? Sabiendo que es para la exportacion, ;qué
probabilidad hay de que se haya fabricado en F1?

El arbol nos ayudara a hallar los términos de la formula de
Bayes:

0,30,
F1 <: ®

1

y 7/20 045, Exp
F2 <

2/5 £
F3 <: ®

Fig. 19.3.

P(Exp)= o 30+5 0, 45+— 0,20=0,3215

P(F, N Exp) 4 ¢
P(F /Exp)=—-= = =
/B = 5y 03125 024

Los hombres y mujeres que se presentan a cierta oposicion
estan en la relacion 3/4. Si un 25% de los hombres y un
20% de las mujeres ha suspendido, ¢qué probabilidad hay
de que, si se elige al azar una persona suspensa, sea hom-
bre?

Sean H={hombre}, M= {mujer} y S= {suspender}. Entonces,
por Bayes:

P(S) = P(H) - P(S/H) + P(M) - P(S/M) == -0,25-+2--0,2=0,22
4
P(HNS) 7-0,27
P(H/S)= PS) 022 052

Una caja contiene 4 bolas blancas y 6 negras. Se extrae
una bola y se reemplaza por tres de ese color. A continua-
cion se saca otra bola y resulta ser blanca. Halla la proba-
bilidad de que la bola extraida en la primera ocasion fuera
blanca también.

Segln sea la primera bola extraida tenemos las posibles
urnas:

U,={6 bolas b y 6 bolas n} con probabilidad % y

U,={4 bolas b y 8 bolas n} con probabilidad % Es decir

155
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Probabilidad

f{ig///, b:Ulgééé:: b

6/12 7 "N

4/12
n: U,

g/12 - 1

/

6/10

Fig. 19.4.

Luego, por la formula de Bayes:
P(12 b/22 b) =P(U, /2% b)

N =

- P(U,)-P(2°b/U))
~ P(U,)-P(2°b/U,)+P(U,)-P(2°b/U,)

OSTEERIGEEN
I
L
vl

2.
5

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 15 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.

1.
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Forma el espacio muestral del experimento consistente en
tirar un dado y una moneda a la vez.

E={1C, 2C, 3C, 4C, 5C, 6C, 1X, 2X, 3X, 4X, 5X, 6X}

Representa mediante un diagrama de Venn dos sucesos Ay
B tales que P(A)=0,6, P(B) =0,5y P(ANB) =0,30.

A>B
0,3

0,2
Fig. 19.5.

Para los sucesos del experimento anterior halla.
a) P(AUB); b) P(A°);
Q) P(BY); d) PI(ANB)]

a) P(A)=0,6+0,5—0,3=0,8
b) 0,4
c) 05
d) 0,7

Para el mismo experimento halla:
a) P(A/B);
b) P(B/A)

a) P(A/B)=P(ANB)/P(B)=0,3/0,5=0,6 (son independientes)
b) 0,5

Halla la probabilidad de AUB sabiendo que P(A)=0,4,
P(B)=0,7 y que Ay B son dos sucesos independientes.

P(ANB)=0,4-0,7=0,28 =
= P(AUB)=0,4+0,7—0,28=0,82

10.

Tiramos una moneda tres veces consecutivas. ;Qué pro-
babilidad hay de que salgan dos caras seguidas, pero no
tres?

Casos favorables: CCX, XCC = P(CCX, XCC) =2/8 =1/4

Un cajon contiene 6 pantalones y otro semejante, 6 ca-
misas a juego de aquéllos. Si se elige un pantalén y una
camisa al azar, ;qué probabilidad existe de que formen
pareja?

Es como obtener dobles en el lanzamiento de dos dados. Vale
1/6

De una baraja espaiiola de 40 cartas extraemos 3. Halla la
probabilidad de:

a) Sacar 3 copas. b) Al menos una copa.

10 9 8

P(3 vz °

a) P(3 copas) 40 39 38
30 29 28
b) P(al menos 1 copa)=1— P(0 copas) =1—-—52 22
) A Pa) ( pas) 40 39 38

Se ha realizado un estudio sobre la relacion entre el taba-
co y el cancer de pulmon. La tabla siguiente presenta los
resultados obtenidos.

Fumadores (F) No fumadores (N) Total

Con cancer (C) 30 10 40
Sin cancer (S) 150 210 360
Total 180 220 400

Halla las siguientes probabilidades:

a) P(de tener cancer)=P(C)

b) P(F)

c) P(de tener cancer si se es fumador)=P(C/F)
d) P(de ser fumador si se tiene cancer)=P(F/C)

a) P(C)=40/400=0,1
b) 180/400 = 0,45

) 30/180=1/6

d) 30/40=0,75

Construye el diagrama de arbol correspondiente a la tabla
anterior. Utilizandolo, determina la probabilidad de ser
fumador y tener cancer: P(FNC).

R
130 180 , ¢ 22 "y
— F<:
400 P

10

2w v<_
400 S
Fig. 19.6.

180 30 30 o

P(FNC) = =
(FNO= %00 180 ~ 400



Actividades

1.

Encuentra la distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria X que mide la diferencia entre las puntuaciones
obtenidas al lanzar dos dados.

La diferencia de puntuaciones queda medida por la variable
X: 0,1, 2,3, 4, 5 que asignando probabilidades a cada valor
se tiene:

X o 1 2 3 4 5
P(X) 6/36 10/36 8/36 6/36 4/36 2/36

Para una variable X=B(10, 0,2), calcula las probabilidades
siguientes:
a) P(X=8); b) P(X<9); c) P(3<X<6)
Mirando en la tabla obtenemos:
a) P(X=8)=0,0001
b) P(X<9)=1—P(X=9)— P(X=10)=1—0,0000— 0,0000 = 1
€) PB<X<6)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=

=0,0881+ 0,0264 + 0,0055=0,12

La funcion de densidad de una variable aleatoria X es
)= {k(x+4) si0<x<é4
en otro caso
a) Calcula el valor de k.
b) Representa graficamente f(x).
) Halla la probabilidad de que X [2, 4].

4 X2 4 _ 1
a) fok(x+4)dx—k(?+4x) k=1 k=
b)

C) P2=x<4)=
‘1 [1 ]"' 147
fz o5 CHOB= 5\ T ), =% 12

Encuentra la media, varianza y desviacion tipica de la va-
riable de la Actividad 3.

X x|* 64 16 88 20
= (x+4)d [ +—] =24, 0_°6 _2&
fx L Ty R T PR T

‘o1 11 Y [xf* xT (20) 104
= 2 — (x+ - ===+ = —
V) fox 2q XTA)x (9) 96 1810 \9) 81
o=/104/9

Para la misma distribucion de pilas del ejemplo 5, calcula
la probabilidad de que una pila dure:

a) Entre 42y 71 h.

b) Menos de 28 h.

c) Mas de 66 h.

a) P42<X<T71)=
=P(42;560<Z< 71560) P(—3,6 <Z<2,2)=

=0,9861

—0,0002 =0,9859
28—60

b) P(X<28)=P(Z< ) P(Z<—6,4)=0

0 P(X>66)=P(Z> 66 560) P(Z>1,2)=0,1151

6. En el ejemplo 6, ;cual seria la altura maxima del 15% de
los muchachos de menor altura?

X—168
8

El valor de z; tal que P( sZO)=O,15 resulta ser,
aproximadamente,
z,= —1,035 (la media entre los valores 1,03 y 1,04).

Asi, X=168 —8-1,035 =159,72 ~ 160 cm.

7. El 46% de los residentes en cierta localidad son hinchas
del equipo local de fatbol. Elegidos 60 habitantes al azar,
¢qué probabilidad hay de que 35 de ellos sean hinchas del
club local?

B(60, 0, 46)~
P(X = 35)

3N(27'6, 3'86) y
= P(24,5 <X < 35,5) = 0,9798 — 0,9633 = 0,0165.

Problemas propuestos

Tipo I: Distribuciones de probabilidad

1. Una variable aleatoria X toma los valores i=1, 2, ..., 5
con probabilidad P(X=17) =m-i. Calcula el valorde m y la
probabilidad P(X < 3).

La suma de las probabilidades ha de ser la unidad, entonces:
m+2m+3m+4m+5m=1=m=1/15

Por otro lado, P(X<3)=P(X=1)+P(X=2)=1/15+2/15=
=3/15=1/5

2. Construye la distribucion de probabilidad de la mayor pun-
tuacion obtenida al lanzar dos dados.

La variable puede tomar los valores X=1, 2, 3, 4, 5, 6, con
probabilidades:

P(X=1) :iﬁ’ suceso elemental (1,1)
P(X=2) 216' sucesos elementales: (1,2), (2, 1), (2,2)

P(X= 3)— 5 , sucesos elementales: (1,3), (2, 3), (3,3), (3.2),
(3.2)
P(X=4) :LG' sucesos elementales: (1,4), (2, 4), (3,4), (4,4),
(4,1), (4,2), (4,3)
P(X=5) =iﬁ, sucesos elementales: (1,5), (2, 5), (3,5), (4,5),

(5,5), (5.1), (5. 2), (5.3), (5.4)
P(X = 6) =%, sucesos elementales: (1,6), (2, 6), (3,6), (4,6),

(5,6), (6,6). (6, 1), (6,2), (6,3), (6, 4), (6,5)
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El ndmero de llamadas que se reciben en una centralita 6.

telefénica, en media hora, se distribuyen segiin la tabla:

X 0 1 2 3 4 5 6
P(X) 001 005 01 01 02 03 02

Calcula el nimero medio de llamadas y su desviacion tipica.

La media de la distribucion resulta ser: 7
w=0-0,001+1-0,05+2-0,1+3-0,1+4:0,2+5-0,3+6-0,24=4,29
llamadas

La varianza se calcula por: 0°=3 X} -p;, —p> =2,28 y la desvia-

cion tipica 0 =1,51

Sea X el nimero de casos nuevos de SIDA, diagnosticados

en un importante hospital, durante un dia. La funcién de

probabilidad para X es:

CasosdeSIDA,x 0 1 2 3 4 5 6

Probabilidad,p 01 01 01 03 02 01 0,1

a) Halla la probabilidad de que un dia cualquiera, por lo
menos 3 casos nuevos sean diagnosticados.

b) Halla la media de casos diagnosticados al dia y la des-
viacién tipica.

a) P(al menos 3 casos nuevos) =
=P(x=3)+P(x=4)+P(x=5)+P(x=6)= 8
=0,3+0,2+0,1+0,1=0,7 :

b) w=0-0,1+1-0,1+2-0,1+3-0,3+4-0,2+5-0,1+6-0,1=3,10
0'=3 ¥ =
=0-0,1+1-0,1+4-0,1+9-0,3+16-0,2+25-0,1+36-0,1—3,12 =
=2,89 yo=17

Contabilizamos la diferencia de puntuaciones de cada par-

te de una ficha de dominé. Halla la media y la desviacion

tipica de la variable asociada.

La variable X = «diferencia de puntuaciones en una ficha de

dominoy, se distribuye:

X  Probabilidad

0 7/28=1/4

1 6/28=3/14
2 5/28
3 4/28=1/7
4 3/28
5  2/28=1/14 %
6 1/28
podin 35 gl 3 o1 1 56,
4 14 28 7 28 14 28 28
1 3 5 1 3 1 1
220 —+ 14—t 9 = + 16— +25- —— +36- — —22=

R VA T A T I, 28
1

1% _, .

28
o=+/3

¢Qué precio estarias dispuesto a pagar por participar
en una loteria en la que puedes ganar 15000 € con una
probabilidad del 0,2 o0 50000 con probabilidad 0,05?

La esperanza matematica de ganancia es:
15000-0,2 +50000-0,05=5500 €, por lo que ese debe ser
el precio de la apuesta

La funcion de densidad de cierta variable continua esta
representada en la grafica:

1/2 +

1/4 1

0 1 2 3 4
Fig. 20.2.

Calcula la probabilidad P(1< X <5/2).

La P(1<X<5/2) podemos hallarla por métodos elementales
sumando las areas de los dos rectangulos que se forman:
1/4-(2—1)+1/2(5/2—2)=2/4=1/2

Comprueba lo correcto de la solucion hallando las areas me-
diante integrales.

Calcula el valor de k para que la funcion representada en
la figura sea de densidad. Una vez hallado el valor de k
encuentra la probabilidad P(1/2 < X < 2).

k+ ‘
1
0 1 2 3 4
Fig. 20.3.

Por métodos geométricos, evitamos hallar la ecuacion de los
lados, asi:
Area del trapecio:

213y k=2
2 5

P(1/2<X<2)=P(1/2<X<1)+P(1<X<2)=

1/ .2 2
st s (L) oo y.23 2 11
=—— 172 B TR T
Una variable aleatoria X mide las diferencias, en valor ab-
soluto, de la capacidad de memoria en la fabricacion de
lapices opticos (pen drives) de 1 Gb. Su funcién de densi-
dad viene dada por:

200(1—100x) si 0 < x < 1/100
f(x)=

0 en otro caso

Calcula P (% <X $ﬁ) y explica su significado.
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1/200

) 1/200
I 200(1-1000de= | 200 (ﬂ] | =28 om
2/500

2000

2/500

2

10. La funcion de densidad de cierta variable es

11.

{%+% si 0sx<2
0 resto

a) Haz su representacion grafica.
b) Calcula la probabilidad P(0,4<X<1,6).

2) Yy =x/6+1/3
0,5 ’

Fig. 20.4.

b) La probabilidad pedida se obtiene mediante el area del

trapecio de vértices (0,4 0), (0,4, 0,4), (1,6, 0) y (1,6, 0,6):
P(0,4<X<1,6) =L+20r6 (1,6—0,4)=0,6

La funcién f(x)=ﬁ si 2<x<e+1, es de densidad de la

variable X. Represéntala y calcula P(2,4 <X<2,8).

1 y

y=1/kx-1)

0,5+

Fig. 20.5.

P(2,4<X<2,8)=
28 dx _ 28 _ B _
f“ 1 —nkx-1)], =l 1,8-In 1,4=0,25

Tipo Il. Distribucién binomial

12.

13.

Un examen consta de 10 preguntas del tipo verdadero-
falso. Se aprueba con 8 o mas preguntas acertadas. Si se
responden al azar las cuestiones, ;qué probabilidad hay de
aprobar?

Las X preguntas acertadas se distribuye B(10, 0,5), entonces:
P(X=8)=P(X=8)+P(X=9)+P(X=10) =
=0,0439+0,0098 + 0,0010=0,0547

Se han reunido 1000 familias con 3 hijos. ¢En cuantas se
podran contabilizar 2 chicas? ¢Y en cuantas al menos una
chica? (Toma la probabilidad de nacimiento de nifia 0,5).

El namero de nifas en familias de 3 hijos se distribuye
B(3, 0,5), por tanto:

P(X=2)=0,375 = 1000-0,375=375 familias tendran 2
ninas.

Matematicas 1° Bachillerato - Solucionario del Libro

P(«al menos una chica»)=1—P(X=0)=1-10,875 =
= 1000-0,875 = 875 familias tendran al menos, una nifia.

. En un proceso de fabricacion se producen un 5% de piezas

defectuosas. Si se examinan 6 de ellas, ¢cual es la proba-
bilidad para estos casos?

a) Haya a lo sumo 4 defectuosas.

b) Haya una o dos defectuosas.

El ndmero de defectuosas, X, se distribuye B(6, 0,05)

a) PX<4)=1—P(X=5)—P(X=6)=
=1-0,0000—0,0000=1

b) P(X=1)+P(X=2)=0,2321+0,0305=0,2626

. EL 30% de los clientes de un banco piden adelanto de no-

mina una vez al aio. Seleccionados 7 clientes al azar, ;qué
probabilidad existe de que entre 4 y 6 hayan solicitado
adelanto de haberes?

Sea X el n° de clientes que piden adelanto de némina, se dis-
tribuye B(7, 0,3). Asi que

P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=

=0,0972+ 0,025+ 0,0036 =0,1258

. Una familia se compone de los padres y 6 hijos. Suponien-

do igual la probabilidad de nacimiento de nifio o nina,
calcula:

a) Probabilidad de tener mas de una nina.

b) Al menos un nio.

c) Como maximo dos nifios.

d) El nimero medio de hijas.

El ndmero de hijas se distribuye B(6, 0,5):

a) PX=1)=1-P(X=0)—P(X=1)=1-0,0156 —0,0938 =
=0,8906

b) P(X<6)=1—P(X=6)=1—0,0156 = 0,9844

©) P(X=4)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=
=0,2344+0,0938 +0,0156 = 0,3438

d) La media de hijas es 6-0,5=3

Un test de respuesta miiltiple se compone de 10 preguntas

y cada una de ellas presenta una (nica respuesta correcta

de las cuatro posibles.

Si el test se supera con 3 o0 mas respuestas correctas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de superarlo respondiendo al
azar?

b) ¢Cual es la probabilidad de acertar las 10 preguntas
respondiendo al azar?

La probabilidad de respuesta correcta es 1/4, luego el pro-

blema puede estudiarse como una binomial B(10, 1/4)=

= B(10, 0,25).

Si X es la variable que mide el ndmero de aciertos se tendra:

a) PX=3)=1-P(X<3)=
=1—-PX=0)—P(X=1)—P(X=2)=1—

10 10 10
1o -0,25°-0,75%— 1 -0,25'-0,75°— > -0,25%-0,758=

=1-0,0563 —0,1877 — 0,2816 = 0,4744

b) P(X=10) = (10

10).0,2510.0,750:0,2510: 9,5 . 10*7
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19.
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Cuatro personas de edades y estado de salud semejantes,
han contratado una péliza de vida. Las tablas de mortali-
dad prevén un 0,7 de probabilidad de que esos asegurados
vivan dentro de 25 aiios. Encuentra la probabilidad de que
en 25 aios:

a) Vivan los 4.

b) No viva ninguno.

c) El nimero medio de supervivientes.

X=«n° de superviviventes» es B(4, 0,7)
a) P(X=4)=0,7“=0,2401
b) P(X=0)=0,3“=0,0081
c) Lamediaes7-0,4=2,8

En un centro hospitalario, los fines de semana hay una
plantilla de cinco médicos para atender las urgencias. Si
s6lo un 10% de éstas exigen atencion con una UVI mévil,
calcula el nimero de UVI que deben estar disponibles si
queremos que la probabilidad de que se necesite un niime-
ro mayor sea sélo de 0,05.

Si llamamos X=n° de UVI moviles que se necesitan, X es
B(5, 0,1) pues cada UVI ha de ser dirigida por un médico y
queremos que

P(X=n)=0,95 <

S PX=0)+PX=1)+PX=2)+...+P(X=n)=0,95
< 0,5905 + 0,3280 + 0,0729 = 0,9914 > 0,95.

Asi que con 2 UVI se tiene cubierto el servicio en el 95% de
los casos.

Tipo lll. Distribucion normal. Tipificacion

20.

21.

22.

160

Si X es una variable continua N(28, 5), halla las probabili-
dades:

a) P(X>31);

c) P(20<X<38)

b) P(28 <X < 35,5);

a) P(X>31)= P(Z >¥3

:0,6) =1-P (Z2<0,6)=
=1-10,7257 =0,2743
b) P(28<X<35,5)=

=P(0 <7 <@ =1,5) =Pz < 1,5)—% — 0,4332

c) P20<X<38)=

20—28<Z<38—28

=P
5 5

)=P (1,6 <Z<2)=0,9224
Sea X variable N(50, 6), encuentra el valor de k para que
P(X<—k)=0,10

P(X<K) =0,10 = P (z <%))o,1o - L(—%’)w,go =

= —%J ~1,28 = k=42,32

Si X es variable N(i., o) y se tiene que P(X<4) =0,2546 y
P(X<7)=0,9082, halla los valores de p y o.

. P(Z <4%,“)=0,2546= 0,2546 = 1 =—0,66

23.

24.

25.

26.

27.

28.

. P(Z <—7:_“)=0,9082 =133
El sistema nos proporciona la solucién: w=5y o =3/2

En una distribucién normal, halla el porcentaje de valores
que distan de la media:

a) Menos de 1,2 desviaciones tipicas.

b) Entre 0,5y 1 desviacién tipica.

a) |[X—p|<1,2-0 = -1,2<7<1,2, luego
P(—1,2<7<1,2)=0,7698 = 76,98 % de valores

b) 050 < |X—p| <o =05<Z<1y
P(0,5<Z<1)=0,1498

Las ventas de CD en un centro comercial se distribuyen
segin una normal N(50, 10). ;:Qué es mas probable que se
vendan en un dia, mas de 65 cintas o menos de 30?

P(X> 65) = 0,0668 y P(X < 30) = 0,0228.

Las alturas de 500 estudiantes varones estan distribuidas
normalmente con media 1,72 m y desviacion tipica 12 cm.
Aproximadamente, ;cuantos estudiantes tienen una altura?:
a) Iguala 1,70 m b) Menor que 1,60 m

c) Entre 1,75y 1,90 m

a) 0

b) P(X<1,60)=0,1587 =
= 500-0,1587 =79,35=79 estudiantes.

c) P(1,75<X<1,90)=0,3345 = 500-0,3345 =
= 167,25~ 167 estudiantes

Los archivos de sonido MP3 tienen un tamaiio, en Mb, que
puede considerarse que se distribuye N(4, 1). De 160 ar-
chivos ¢cuantos tendran un volumen entre 2,5y 5,5 Mb?

P(2,5<X<5,5)=

_ (25—4 55—4)

(Bt oy sse).
=P(—1,5 <Z<1,5)= 2-P(Z < 1,5)—1=0,8664

De 160, habra entre esas capacidades 160-0,8664 =139
archivos

Las notas medias finales de los alumnos de primero de
Bachillerato de un Centro se distribuyen normalmente con
media 5,6 y desviacion tipica 1,4. El 15% de los alumnos
con mejor nota final podran acceder a una beca. ;Cual ha
de ser la nota minima para poder ser becario?

El valor de x, que verifica:
X,—5,6
&

Se ha aplicado un test de fluidez verbal a 500 alumnos de

primero de ESO de un centro de secundaria. Se supone

que las puntuaciones obtenidas se distribuyen segiin una

normal de media 80 y desviacion tipica 12. Se pide:

a) ¢Qué puntuacion separa el 25% de los alumnos con me-
nos fluidez verbal?

> zo) =0,15 = x,=5,6+1,4-1,035=7,05~7 de nota.



Distribuciones de probabilidad

b) ¢A partir de qué puntuacion se encuentra el 25% de los  33.

alumnos con mayor fluidez verbal?
a) Hay que calcular el valor de z, tal que P(Z<z))=0,25 =
= 2,~—0,675.
X —80

Luego, 0675_T = X=719.

b) En este caso, hay que calcular el valor de z, tal que
P(Z<z,)=0,75 = 2,~0,675.

Luego, 0675—% = X = 88,1.

Tipo IV. Aproximacion de la binomial

29. Se lanza una moneda 300 veces y la variable X contabiliza
el nimero de caras sacadas. Halla la probabilidad de:
a) sacar mas de 180 caras
b) que el nimero de caras obtenido esté entre 160 y 180.

Se trata de una binomial B(300, 1/2) que aproximamos
por la normal de media w=300-1/2 y desviacion tipica,

\/300-1/2-1/2, es decir, N(150, 75)
a) P(X>180) = P(X'>180,5) =

=p(z>|180,5-180) p(7 > 3,52)=0
75
b) P(160 <X< 180) =P(160,5 <X <179,5) =
=P(—1,1<2<3,40)=0,9997 — 0,8643 — 1= 10,8640
30. Selanza un dado 720 veces. Calcula la probabilidad aproxi-
mada de que salgan, al menos, 110 seises.

Se trata de un experimento binomial: 3(720,% )

Puede aproximarse mediante la normal de media

.15
|uu=720-1g=120y0= 720-=-= =10: N(120, 10).

Con esto, P(X=110) = P(X">109,5), haciendo la correccion
de continuidad.
Luego, P(X">109,5) —P(Z >—109’5_120) =

10

= P(Z>—1,05) = 0,8531.
31. Una urna contiene 6 bolas blancas y 9 negras. Se hacen
35 extracciones reponiendo la bola que se extrae. Halla la
probabilidad de haber sacado entre 12 y 16 bolas blancas,
ambas inclusive.

Se trataria de una binomial B(35, 6/15=0,4) que aproxima-
mos por una normal de media w=35-0,4=14 y desviacion

tipica, ¥35-0,4:0,6=2,9.

P(12 <X<<16) =P(12,5<X'<15,5)=P(—0,52 <7< 0,52) = 0,397

32. En una prueba de tipo test, cada pregunta contiene 4 op-
ciones de las que sélo una es verdadera. Si se contestan
20 preguntas al azar, ;qué probabilidad hay de acertar al
menos 12 correctamente?

La Binomial B(20, 1/4) la aproximamos por una normal N(5, 1,94)
P(X=12)=P(X'=11,5)=P(Z=3,35) =1—0,9996 = 0,0004

34.
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De una urna que contiene una bola blancay 2 bolas negras
se hacen extracciones sucesivas de una bola con reempla-
zamiento. Llamamos X al ndmero de bolas blancas extrai-
das.

a) Si se hacen cinco extracciones, ;cual es la distribucién
de probabilidad de X? ;Cuanto valen su media y su des-
viacion tipica? ¢Cual es el valor de P(X = 2)?

b) Si se hacen 288 extracciones, ¢cual es la probabilidad
de que salgan mas de 90 bolas blancas?

El experimento es de tipo binomial, con P(blanca) :p:l.

Para n=5, sera 5(5,1).
3

Para n =288, sera B (288, l]
3

n 1Y(2)"
a) Parala B( 3) se tiene: P(X=r) = (,J[g)[gj

5\(1)(2) 32
013](3] 243
P(X=1)=

\2
w2

P(X=0)=

5Y(1Y(2Y 40
_-
5)(1)(2]_ 1
PI=9)=15 )13 )\3 )" 203

1 5
Media: L=5" 373

\/B

PX=2)=P(X=2)+P(X= 3)+PX 4)+P(X=5)=
_80+40+10+1_131
243 243

Desviacion tipica: g=

b) La binomial 3(288,1) se puede aproximar mediante
3
. 1 12
la normal de media p=288- 5 =96 y 0= 4/288" 33 =8:

N(96, 8).
Con esto, P(X>90)=P(X">90,5), haciendo la correccion
de continuidad.

Asi,

P(X >90,5) = P[Z >90%:96J =P(Z> —0,6875) =0,7549.

Un tirador de competicion tiene una probabilidad de hacer
blanco de 0,8. Efectia dos series de tiradas de 20 lanza-
mientos cada una. Halla la probabilidad de que en alguna
de las tiradas haya conseguido al menos 17 blancos.
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36.
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Distribuciones de probabilidad

EL ndmero de blancos sigue B(20, 0,8) que se aproxima por
N(16, 1,79)

P(X=17) = P(X'=16,5) = P(Z =0,28) = 0,3897, asi que la
probabilidad pedida es.

P(«De la unién»)=P(X=17 en la 1? tirada) + P(X=17 en
la 22 tirada) —P(X=17 en la 1° tirada )-P(X=17 en la 2°
tirada) = 0,3897 + 0,3897 — (0,3897)? = 0,6275

En cierta comunidad el porcentaje de individuos con estu-
dios medios es del 35 %. Elegidos 8 individuos al azar, cal-
cula la probabilidad de que entre 3 y 5 (ambos incluidos)
tengan estudios medios, aplicando:

a) La distribucién binomial.

b) La aproximacion normal a la binomial.

Estamos ante una binomial B(8, 0,35), por ello:

a) P(X=3)+P(X=4)+P(X="5)=0,2786 -+ 0,1875 + 0,0808 =
=0,5469

b) La normal que mejor aproxima la binomial dada es
N(8-0,35, /8-0,35- 0,65 )= N(2,8, 1,35). Entonces
P(3<X<5)=P(2,5<X <5,5)=P(—0,22<7<2)=
=P(Z<2)—P(Z<-0,22)=0,9772 — 0,4129 = 0,5643

Un Club del Ocio, del que forman parte 65 socios, ha or-
ganizado una partida miltiple de ajedrez, contando con la
presencia de un Gran Maestro. La probabilidad de que un
socio se apunte a la partida es del 40 %. Averigua cuantos
tableros han de disponerse si se desea que la probabilidad
de que todo el que quiera participar disponga de tablero
sea mayor del 90 %.

La distribucién de socios que se apunten a la partida malti-
ple sigue una B(65, 0,4) que aproximaremos por N(26, 3,95);
[lamemos n el namero de tableros disponibles que deseamos
satisfagan que:

P(X<n)=0,9 = P(X'<n+0,5)=

. Z<n+0,5—26 =00
3,9 ) 7

n+0,5—26
3,95

que la probabilidad supera 0,9, asi que n = 25,5+5,1=30,6
por lo que sera suficiente disponer de 31 tableros.

Como P(Z=<1,28)=0,9, para = 1,28 se cumplira

10 cuestiones basicas

Estas 10 cuestiones debes contestarlas, aproximadamente, en 20 mi-
nutos. Si fallas mas de dos te recomendamos que estudies un poco

mas.
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La variable discreta X es tal que P(X=0)=0,6 y P(X=a) =
=0,4. Si la media de la distribucién es p=2 ;cual es el
valor el valor de a?

2=0:0,6+a:0,4 =a=5

Una variable X se distribuye como una B(6, 0,1), calcula la
probabilidad P(X=2).

P(X=2)=10,0984, obtenido de la tabla de la binomial

10.

Calcula el valor de k para que la funcién
{ ksio<x<10
) = 0 en otro caso
sea de densidad de cierta variable. (Recuerda: El area por
debajo de la curva debe valer 1.)

10 10
Como [k dx=[kx]}’ =k~ (10 - 0) =1 = k=1/10
0

Cita 3 procesos cuyo comportamiento puede ajustarse a
las condiciones llamadas normales.

a) La altura de un colectivo de personas;
b) Los diametros de los cojinetes fabricados por un torno;
c) Elindice de aceptacion de un politico.

SiZ es N(0, 1) calcula:
a) P(Z<1,52);
b) P(Z>—0,5)

a) 0,9357
b) 0,6915

Calcula el valor de la probabilidad P(12 <X < 22) siendo X
una variable que se distribuye segiin una N(17, 5).

P(12 <X<22)=P(-1<Z<1)=2-0,3413 =0,6826

Para la N(0, 1) calcula el valor de k tal que:
a) P(Z<k)=0,8599;
b) P(Z<k)=0,0287

a) 1,08
b) —1,90

Las calificaciones, X, de un examen eliminatorio han resul-
tado distribuirse como una normal N(65, 18). Si la proba-
bilidad P(X<k) =0,9192 ;Cuanto vale k?

P(Z < X°1865) =0,9192 = x,= 65+18-1,4=90,2 puntos

La distribucion N(50, 5) puede considerarse una buena
aproximacion de la distribucion binomial B(n, p). ¢Cuanto
valen ny p?

Formamos el sistema:
{ np=50

npg=>52

=g=1/2 =>p=1/2

La probabilidad de fallar diana en un tirador profesional
es de 0,2. Si realiza 100 disparos, ¢cual es la probabilidad
de que falle mas de 25?

La binomial B(100, 0,2) se aproxima por una N(20, 4) y P(X> 25)
= P(X'>24,5) =0,0838
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